MATI1513 - Labprat(')rio de Matematica — 2008

Lista suplementar de questdes envolvendo Logica

1) Em cada caso abaixo, justifique o porque de estar correto ou incorreto dizer que a tese decorre 1\
logicamente das hipdteses.

a) Hipéteses: - Todo homem bem sucedido usa terno da marca TERNOX.
- Pedro usa terno da marca TERNOX.
Tese: - Pedro € bem sucedido.
b) Hipoteses: - As mulheres adoram os homens que usam ternos da marca TERNOX.
- Pedro usa ternos da marca TERNOX.
Tese: As mulheres adoram Pedro.
¢) Hipdteses: - As mulheres adoram os homens que usam ternos da marca TERNOX.
- As mulheres adoram Pedro.
Tese: - Pedro usa terno da marca TERNOX.
d) Hipoteses: - Todo homem bem sucedido usa terno da marca TERNOX.
- Pedro ndo ¢é bem sucedido. B
Tese: - Pedro usa terno da marca TERNOX. -

2) Para cada afirmacgdo abaixo encontre outra que seja sua negagéo logica. Justifique sua resposta.

a) Para todo niimero real x existe nimero real y tal que f(x) =
Pergunta: o que a frase a) e a sua negagio afirmam sobre a fungdo {?

b) Para todo nimero real x existe niumero real y tal que f(x) =y e g(y) = x.
Pergunta: qual o significado da afirmagio b) e de sua negagio?

c) Para todo brasileiro existe um chinés que tem a mesma idade e a mesma profissdo ou, pelo
menos, o mesmo grau de instrucgio.

d) Existe um homem careca que é cabeleireiro ou confecciona perucas.

e) Existe um brasileiro que ¢ mais rico que todos os demais brasileiros e também € o mais
fiscalizado pela Receita Federal.

3) Justifique por qué as afirmagdes Q dos itens abaixo ndo sdo as negagdes logicas das afirmagdes
P, escreva qual ¢ a negagdo de P, justificando, e escreva afirmacgdes logicamente equivalentes as
afirmac¢des P que nfo sejam idénticas a elas.

a) P :“Dada uma fungdo de variavel real qualquer, se ela ndo for trigonométrica entfio nio é
periodica”.
Q : “Para uma fungfo de varidvel real arbitréria, se ela for trigonométrica entfio é periédica.

b) P :“Dadas duas retas quaisquer no espago, se elas no se cruzam, entio sio paralelas”.
Q : “Dadas duas retas quaisquer no espago se elas se cruzam entfio nfo sio paralelas.

c) P :“Para todo x e todo y nlimeros reais, se X =y entdio 3x + 5 =3y + 5.
Q : “Existem x e y niimeros reais tais que, se x =y entfio 3x + 5 =3y + 5”.



A Demonstracdo por absurdo

Ja vimos que se as hipdteses sao verdadeiras, e o raciocinio correto, sé
podemos chegar a uma tese que é verdadeira. A demonstracio por absurdo
consiste no. seguinte: vocé quer provar que uma hipétese H é falsa. Entdo
vocé faz assim: usando H e outras hipéteses verdadeiras vocé chega a uma
tese que é falsa. Ai vocé pensa: se todas as hipbteses fossem verdadeiras
a tese teria que ser verdadeira. Como a tese nao é verdadeira tem uma
hipdtese que é falsa. Qual é esta hipétese? S6 pode ser H pois as outras
hipéteses vocé sabia que eram verdadeiras! Vocé acaba de provar que H

é falsa! E methor reler isto, bem devagar e ter certeza que entendeu o
raciocinio.

Ezemplo: Prove que n#o existe z € R tal que Tsenxt = 2cos 2z e
senz < 0.

Demonstragdo: Vamos fazer uma demonstragéo por absurdo.
Suponhamos que exista z € IR _tal que 7senzx = 2c052x e senz < 0

Entdo temos

Tsenz = 2cos2z = 2(003 z — sen’z) = 2(1 - 2sen?z) = 2 — 4sen’c.
Isto é, Tsenz = 2 — 4sen?z. Entdo sen x é raiz do polmon:uo 4y? + Ty — 2.

Mas as raizes deste pohno:mo sao: -
-7+ /49 + 32
8
Como sen z é raiz deste polindémio e senz < 0 temos que ter senz = —2,

o que € absurdo!

O absurdo vem da hipétese: existe z € IR tal que 7senz = 2cos 2z e

senz < 0. Logo, provamos que ndo existe z € R tal que Tsenz = 2cos 2z
e senz < 0.

4) Faga uma demonstragio por absurdo do seguinte: -
nao existe :.:e R tal que 6z* + 1322+ 6 = 0.

5) Cada item abaixo apresenta uma solugéo errada. Aponte o erro.

a) Dé a solucio em R da inequacio z — 4 < vVz2 + 1
Solugdo: z—4< Va2 +1=22—-8zx+16< 2241

15
= 8z < —-15=2> —

. 5w 15
O conjunto soluggo é {z € R/z > —}

b) Mostre que se z € R ez > 2 entao ‘L-j% Iﬂ{z)

" Solugdo: Vamos fazer a demonstragao por absurdo Suponhamos que paratodoz € R,
nL
ln(:c]
2)
'n{ ln(e)(l
Mas in(e?)= 2, m(e)— {e2 2 #£1.

Concluimos que —g— = lnLe}o que contradiz (I) acima. Chegamos a um absurdo e
provamos o exercicio.

sem>2enta

Entao teriamos que



Provas por Absurdo

Extraido ¢ adaptado de: "Geometry". Harold R. Lacobs. W.H.Freeman and Company,
1974. :

1. Este jogo da velha incompleto apareceu uma vez numa anotagfio da IBM. Se assumimos
que os dois jogadores sabem as regras e sfio bons jogadores, nés podemos provar o
seguinte teorema:

X
O X
o)

Teorema: "O primeiro a jogar foi aquele que usa & marca X"

2. Um aluno esté resolvendo um teste com 5 questdes do tipo verdadeiro ou falso. Ele fez
as seguintes constatagGes:

Fato 1. Se a resposta & primeira questfo ¢ verdade, entfio a resposta da proxima ¢ falso.
Fato 2. A resposta & ultima questfio deve ser igual 4 da primeira.

Fato 3. A resposta & segunda questéio ¢ verdade.

-

Teorema: "A resposta d altima questiio ¢ falso".

3. Kdtia, Eliane e Julia estavam conversando sobre quantos amigos Alexandre tem. Kétia
disse que Alexandre tem pelo menos 50 amigos. Eliane diz que certamente Alexandre nfo
tem tantos amigos assim, enquanto que Julia afirma que Alexandre deve ter pelo menos um
amigo. Se apenas uma das trés estd dizendo a verdade, quantos amigos Alexandre tem ?
Explique o seu raciocinio.

4. Na estéria "A princesa ou o tigre?" de Frank Stockton, um jovem principe é for¢ado a
escolher entre duas salas, numa delas esté uma princesa ¢ na outra um tigre. Se ele
escolher a sala onde estd a princesa ele se casarf com ela. Se ele escolher a outra sala, ele
serfi forgado a enfrentar um tigre feroz. A escolha do jovem nfio é revelada na estéria

Muitos quebra-cabegas foram criados a partir deste tema. Num destes quebra-cabegas o
rei colocou tabuletas sobre cada uma das portas das salas, dizendo ao principe que o que
esth escrito numa das tabuletas é verdade e o que estd na outra é mentira. Em que sala estd
a princesa ?

A B

Nesta sala estd a princesa e na Em uma destas salas estd a
outra ests o tigre. princesa e na outra esté o tigre.




de Exercicios
Légica

L. Considere as frages abaixo:

L. Nenhum pescador é mentirpgg,
II. Algum pescador ¢ mentiroso,
I Todo pescador nao é mentiroso,
IV. Todo pescador ¢ mentiroso.

V. Existe um pescador que nio ¢ mentiroso.

) i i y + i ! [

Procure representar "graficamente” a5 frases acima (isto é, usando diagramas de Venn)
(figurinhas de conjuntos). Procure reescrever as frases usando outros quantificadores
(como por exemplo usando ag palavras "cada um”, "qualquer um” se .. entdo ..,

alterar o sentido e depois escreva Negativas para cada uma delas,
Por exemplo: ’

) sem

i

L @I@I::JS pescador € mentiroso & equivalente a dizer que se z é pescador, entig
NAO E mentiroso oy todo pescador nio 6 mentiroso. Agora, quero escrever uma
negativa para essa frase. (A frase I s6 pode ser falsa, se sua negativa for verdadeira?
Pense nissolll)

Tenho a frase T escrita de duas formas diferentes, Vejamos o que ocorre com a sua

negativa: nio (nenhum pescador ¢ mentiroso). (Traduza Para: nio ¢é verdade que
(nenhum pescador ¢ mentiroso).)
Entéo,

néo (nenhum pescador é mentiroso) é equivalente a dizer: existe pelo menos um

pescador que ¢ mentiroso, Agora, supondo que I é verdadeira, o que podemos diger
sobre as outras?

2. Leia as seguintes afirmagdes:

(I) Se um politico tem muito dinheiro, entdo ele pode ganhar as eleigoes.

(I} Se um politico néo tem muito dinheiro entdo ele nao pode ganhar as elejcdes.
(I11) Se um politico pode ganhar as eleicdes, entdo ele tem muito dinheiro.
(IV) Se um politico nao pode ganhar ag eleigdes, entdo ele nio tem muito dinheiro.
(V) Um politico nio pode ganhar as eleicges se ele nao tem muito dinheiro,

(a) Assumindo que (I) é verdadeiro, quais das outrag afirmagdes sao verdadeiras?

(b} Qual a negacio de (I)? E a sua reciproca? Qual ¢ a contrapositiva?
(¢) Mesmas berguntas para (V).

Queremos demonstrar 5 validade de uma implicagdo

(*) Se A entdo B, sabendo que a premissa A 6 falsa (isto 6, é por exemplo algo da forma
"z € ¢"). Entio (*) é automaticamente verdadeira e fazemos a prova por absurdo:
suponhamos que (*) nao é verdadeira, entdo (*) ¢ falso ¢ temos a sua negagio nio (se
A entio B) que ¢ equivalente a 4 e nip B (se nio é verdade que A implica B, entio
pedemes ter que valem simultaneamente A e (nao B). Mas essa afirmacio (A e nio

B) nio é verdadeira pois A ¢ falso.
Se Marte é wHplanabe, entdo a grama é verde, WW. e h\'T\NQﬂJ

Se Merctirio é um cometa, entdo grama ¢ vesder azufd
Se baleias sio peixes, entdo peixes cantam.

De novo:

Se Aentio B, 4 ¢ falsa, A = B ¢ verdadeira,

3. Identifique o que ¢ hipitese e tese na frase abaixo:
Nem todos os. diamantes sio jdias, os diamantes industriais sio improprios para
fins ornamentais.

Atengdo: Nio se Prova que um argumento ¢ vélido mostrando que sua conclusao é
verdadeira, Deduzimos uma conclusdo quando: a conclusio deve ser verdadeira sc as
premissas sio verdadeiras, ou seja, hd uma relagdo entre premissas e conclusao.

Veja o exemplo de uma “conclusio ndo vilida”,

(a) Todos 0s mamiferos sio mortais.
(b) Todos os cdes sio mortais,
T Todos os cies sdo mamiferos,

4. Decida quais das afirmagdes sio validas.

(a) Todos os girasséis sao amarelos e alguns péssaros sio amarelos, logo nenhum
péssaro ¢ girassol,

(b) Alguns livros sio verdes e algumas coisas verdes $20 comestiveis. Logo alguns
livros sdo comestiveis.

(c) Como todos os peixes sio mamiferos, todos os mamiferos sio aves e existem
minerais que sio peixes, concluimos que existem minerais que sio aves,

(d) Todos os hémens sio mortais. O presidente ¢ um homem. Conclusio: o presi-
dente ¢ mortal.

(e) Alguns homens sabem nadar. Nio existem peixes que nio sabem nadar. Con-
clusdo: os peixes sabem nadar,



z

]
&

(f) Alguns santistas sio surfistas, Alguns surfistag 580 loiro

s. Nio existem profes-
sores surfistas, .

Conclusges:
(1) Alguns santistas 5&0 loiros
(2) Alguns professores Sa0 santistas
(3) Alguns loiros sio professores
(4) Existem professores loiros,

5

5. Em cada casg abaixo, a tese foi concluida das hipéteses, Verifique se o raciocinio
i

25td correto. TR
(a) Hipétese:
Todo homem bem sucedido usa terno da marca TERNOX.
Pedro usa ternos da marca TERNOX.
Tese: Pedro ¢ bem sucedido,

(b) Hipéteses:
As mulheres adoram os homens que usam ternos da marca TERNOX ¢
Pedro usa ternos da marca TERNOX. .
Tese: As mulhereg adoram Pedro.

(¢) Hipéteses:
As mulheres adoram og homens que usam ternos da marca TERNOX
As mulheres adoram Pedro. .
Tese: Pedro usa ternos da marca TERNOX.

(d

—

Hipdteses:
Todo homem bemy sucedido usa terno da marca TERNQOX.
Pedro nio ¢ bem sucedido.

Tese: Pedro uga ternos da marca TERN OX.

-
D
e

Hipdteses: Tados 0s mamiferos sio mortais

Todos os cies sig mortais.
Tese: Todos og cies sio mamiferos,
(f) Hipbteses:
Arnaldo é mais alto que Jodo. Jodo é mais alto que Carlos.

‘ese: Arnaldo ¢ mais alto que Carlos. (Isso lembra algo?)

3

(g) Hipéteses:

Todo cantor de rock tem cabelos compridos. Nenhum presidente de banco ¢
cantor de rock.

Tese:Nenhum presidente de banco tem cabelos compridos.
(h) Hipéteses:
Toda aranha tem § pernas. Nenhum inseto tem 8 pernas.
Tese:Nenhuma aranha & inseto.
(i) Hipéteses:
Alguns neuréticos sio felizes. Algumas pessoas felizes nao sip ambiciosas,
Tese: Alguns neuréticos ndo sio ambiciosos.
(j) Hipdteses:
Todos os estudantes 530 pessoas,
Todos os universitériog a0 estudantes.
Tese:Todos os universitdrios sio pessoas.
(k) Hipéteses:
Todos os coelhos sio mamiferos
Todos os coelhos sig ligeiros

Tese:Todos 0s mamiferos sio ligeiros.

6. Para cada afirmacéo abaixo, dé a sua negagio

(a) Todo homem bem sucedido usa ternos de marcs TERNOX.
(b) Para todo brasileiro, existe um chinés que tem a mesma idade.
() Para todo z € R, existe y € Rtal que f(z) =y

(d) Para todo brasileiro existe um chinés que tem a mesma idade, o mesmo sexo e 2
mesma profissio.

(e) Para todo z ¢ R, existe y € Rtal que flz)=yegly) ==
f) Um ser humano de menos de 20kg ou é doente ou & crianga.

-

() Eu ndo vou casar € N30 Vou comprar uma bicicleta,
(h

)
) Sez € Re z > 2 entio ((In 2%) /2] # In ¢
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1) Existe :m.d homem que ¢ calvo e que, ou trabalha na prefeitura ou ¢ ladrag
(comeee com "Todo homem,. "),

(i) Existe um homem que ¢ calyo o toca violao e que, oy trabalha na prefeitura gy
¢ ladrao, {faca a seguinte negacio comecando com "Todo homepy, =L 4

7. Uma aventura de Alice. Alice, a0 entrar pa floresta, perdeu a nogio dos dias
da semana. O Jegg ¢ 0 unicérnio eram duas estranhas criaturas que frequentavam a
floresta. O ledo mentja ds segundas, tergas e quartas-feiras, e falava a verdade nos

outros dias da semana, O unicdrnio mentia ag quintas, sextas e sabados, mas falava a
verdade nos outros dias da semana.

Problema T - Um dia Alice encontrou o ledo e o unicérnio descansando 4 sombra de
uma irvore. Fles disseram:

Ledao: Ontern foi um dos meus dias de mentir, {
Unicérnio: Ontem foi um dos meuys dias de mentir

A partir dessas afirmagdes, Alice descobriu qual era o dia da semana. Qual era?

Problema IT - By outra ocasiio, Alice encontroy 0 Ledo sozinho, Ele fez as seguintes
afirmacdes:

(1) Eu menti ontem.
(2) Eu mentirei daqui a 3 dias

Qual era o dia da semana?

Problema ITI- Em qual dia da semana & possivel o Ledo fazer ag seguintes afirmacges?
(1) Eu menti ontem.

(2) Eu mentire amanhai,

Problema I'V - B qual dia da semana ¢ possivel o Ledo fazer as seguintes afirmaces?
a) Eu menti ontem e mentirei amanh3.

(b) Bu menti ontem Ou eu mentirei amanha.
(c) Se menti ontem, entdo mentirei de novo amanha.
(d) Menti ontem se ¢ somente se mentirei amanhi.

8. Extraido e adaptado de: “Geometry”. Harold R. Jacobs. W. H. Freeman and
Company, 1974.

L. Um aluno ests resolvendo um teste com 3 questdes do tipo verdadeiro ou falso.
“le fez as seguintes constatacoes:

on

‘ato 1. Se a resposta a primeira questio é verdade, entdo a resposta da préxima
é falso.

Fato 2. A resposta & ltima questio deve ser igual & da primeira,
Fato 3. A resposta & segunda questio é verdade.

Teorema: “A resposta a iiltima questio ¢ falso”.

b

Kitia, Eliane e Jilia estavam conversando sobre quantos amigos Alexandre tem.
Kitia disse que Alexandre tem pelo menos 50 amigos. Eliane diz que certa-
mente Alexandre ndo tem tantos amigos assim, enquanto que Jilia afirma que
Alexandre deve ter pelo menos um amigo. Se apenas uma das trés estd dizendo
a verdade, quantos ami gos Alexandre tem? Explique o seu racioefnio,

3. Na estéria “A princesa ou o tigre?” de Frank Stockton, um jovem principe é
forgado a escolher entre duas salas, numa delas estd uma princesa e na ontra um
tigre. Se ele escolher a sala onde estd a princesa, ele se casard com ela. Se ele
escolher a outra sala, ele sers forgado a enfrentar um tigre feroz. A escolha do
jovem nio é revelada na estdria.

Muitos quebra-cabecas foram criados & partir deste tema. Num destes quebra-
cabecas, o rei colocou tabuletas sobre cada uma das portas das salas, dizendo ao
principe que o que est4 escrito numa das tabuletas ¢ verdade e o que estd na outra é
mentira. Em que sala estd a princesa?
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