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Resumo

Estrelas de néutrons sdo objetos astrofisicos fascinantes. Suas caracteristicas gerais
sdo previstas pela teoria da evolucdo estelar, para a qual existe abundante evidéncia
observacional (pulsares, magnetares e sistemas binarios). Neste projeto, visa-se obter uma
comparacgéo das propriedades de estrelas de néutrons obtidas a partir de diferentes modelos.
O estudo analitico das estrelas de néutrons iniciard com modelos de estrelas newtonianas,
utilizando-se equacBes de estado (EoS) politropicas. A estrutura interna dos politropos é
obtida através da integracdo numérica da equacdo de Lane-Emden. Para as diversas
caracteristicas simuladas (valores de indices politropicos, massa, raio, temperatura, pressao
e densidade), obteve-se propriedades fundamentais de estrelas Newtonianas como o limite
de Chandrasekhar para ands-brancas. Entretanto, equacfes Newtonianas ndo descrevem
corretamente objetos massivos e compactos. Para estrelas de néutrons ha um limite superior
de massa, apoiado por evidéncias observacionais, que ndao € previsto pelas equacdes
Newtonianas. Portanto, estrelas de néutrons sdo melhor descritas segundo o @mbito da
Relatividade Geral. A introducdo das equagdes TOV (juntamente com as equagdes
relativisticas de Lane-Emden) no tratamento relativistico sdo, portanto, necessarias para
identificar corretamente modelos estaveis e instaveis (relacdo massa-raio). A analise da
equacdo de estado torna-se também relevante para prevenir uma possivel violacdo de

causalidade (velocidade do som mais rapida que c).
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Abstract

Neutron stars are fascinating astrophysical objects. Their general characteristics are
predicted by the theory of stellar evolution, for which there is abundant observational
evidence (pulsars, magnetars and binary systems). This work aims to compare the
properties of neutron stars obtained through different models. We begin our study of
neutron stars with Newtonian stellar models using polytropical equations of state (EoS).
The internal structure of the polytropes is obtained by the numerical integration of the Lane-
Emden equation. For the several conditions simulated (values of polytropic index, mass,
radius, temperature, pressure and density), fundamental properties of Newtonian stars were
obtained such as the Chandrasekhar’s limit for white dwarfs. However, Newtonian
equations cannot correctly describe very compact and massive objects. There is an upper
mass limit for neutron stars, supported by observations, which is not predicted by
Newtonian equations. Neutron stars are best described under the framework of General
Relativity. The introduction of TOV equations (as well as relativistic Lane-Emden
equations) in the relativistic treatment is, therefore, necessary to correctly identify stable
and non-stable models (mass-radius relation). The analysis of the EoS also becomes

relevant to prevent a possible violation of causality (sound speed larger than c).

Vil



Lista de Figuras

FIG. 1 — Comportamento da densidade de energia em funcédo do raio.......... pag. 10
FIG. 2 — Comportamento da massa da estrela ao longo do raio...............c....... pag.10

FIG. 3 — Solugbes numéricas e analiticas para 0 comportamento da pressdo em

(g Lo oI (o 1 - U o SO pag. 10

FIG. 4 - Comportamento da densidade de energia para 0 caso nao

TRIATIVISTICO....viivieiice et pag.13

FIG. 5 — Comportamento da massa em funcdo do raio para 0 caso nhdo

TRIATIVISTICO....ve ittt pag. 14

FIG. 6 - Comportamento da pressdo em funcdo do raio para 0 caso ndo

TRIATIVISTICO....viivieticicic et pag.14

FIG. 7 - Comportamento da densidade de energia para 0 caso

TRIATIVISTICO. . .viivieticeeic ettt pag.15

FIG. 8 — Comportamento da massa em funcdo do raio para 0 caso

TRIATIVISTICO....vtitiiticiiee ettt en pag. 15
FIG. 9 — Comportamento da pressdo para o caso relativistico....................... pag. 16
FIG. 10 — Comportamento da fungdo r = ax paraocason = 3................... pag. 18

viii



Lista de Tabelas

TABELA |- Tabela dos resultados das simulagfes realizadas....................... pag. 11

TABELA Il — Propriedades de estrelas politropicas de acordo com o valor de indice

POIIEIOPICO. .. vttt pag. 28

TABELA I11- Parametros das fungdes relativisticas de Lane-Emden Tabela dos

resultados das simulagdes realizadas............ccocveverieiiiieiieie e pag. 22



Lista de Abreviaturas e Siglas

EoS Equation of State

TOV Tolman - Oppenheimer - VVolkoff



Lista de Simbolos

a Constante para a determinacgéo do raio na equagéo de Lane-Emden
C Velocidade da luz no vacuo

E(r) Densidade de Energia no interior da estrela

E. Densidade de Energia central

EDO’s  Equac0es Diferenciais Ordinarias
G Constante gravitacional

Expoente politrépico

K Kelvin

km Quilébmetro

K Constante da equacéo de estado politropica
My Massa do atomo de hidrogénio

My, Massa solar

u Peso molecular médio do gas

n indice politropico

P(r) Presséo no interior da estrela

Po Pressdo inicial

p(m) Densidade de matéria

Pc Densidade de matéria central da estrela

r Distancia de um ponto interior até o centro da estrela

Xi



Raio da estrela

Segundo

Temperatura

Variavel da equacdo de Lane-Emden

Variavel da equacdo de Lane-Emden

xii



Sumario

LiSta 0B FIQUIAS.....civiiieiieiiieie ettt sttt viii
Lista de Tabelas........ccooiiiii e iX
Lista de ADreviaturas € Siglas........cccovvieiiiieiiiiciee e X
Lista de STMDOI0S........ccooiiiie Xi
1] 8 oo [N ot To TSR PSPRPRSRN 1
(0] o] L2 {10 LSRR 4
1V 1=] (oo (o] (o]0 - VUSSR 5
RESUITAAOS € DISCUSSAD. ... .cuveeeteeiiesie sttt bbbt 7
4.1. Modelagem NEWLONIANA..........ccoeiierieieiieie e se e 8

4.2. Modelagem RelatiVIStiCa..........couevveieiieiieicisi e 19

4.2.1 Estabilidade e Causalidade de Politropos Relativisticos............. 28

CONCIUSBO. ...ttt bbbttt neneas 29
Referéncias BibliografiCas..........ocoviiiiiieieiesesesceeee e Xiii
APBNAICE Aottt et re e Xiv
Al ROtINAS NUMEAFICAS. .....eveiiriiiiieiieiriee s Xiv

A.1.1. Equacdo de Lane-EmAen........ccccooviierieiiieneiieniie s Xiv

A.1.2. Equacdo de Lane-Emden RelatiViStiCa...........coevvreriiienscnecnen, XVii

A.1.3. Equacao de Lane-EmAen...........ccocvvviiiiiininin e XiX

XV



Capitulo 1

Introducao

Vivencia-se um periodo de grandes e fascinantes descobertas nas areas de Fisica,
possibilitando a aquisi¢do de conhecimentos e compreensdo de significados de fenémenos
outrora desconhecidos. A cosmologia, por exemplo, ndo é diferente. Estuda-se com afinco a
expansao acelerada do Universo, os recorrentes termos relacionados energia e matéria
escuras, a possivel emissdo de ondas gravitacionais em sistemas binarios entre outros. Em
meio a essa diversidade fenomenoldgica, pode-se também destacar um objeto fisico de
fundamental relevancia a verificacdo de emissdes de ondas gravitacionais, as estrelas de
néutrons. Dessa forma, o estudo destes objetos compactos torna-se importante para a

comprovacéo de previsOes feitas a partir da teoria da Relatividade Geral.

Modelos acurados de estrelas de néutrons estdo ainda em elaboracdo. A equacao de
estado da matéria nas condi¢Bes extremas encontradas no centro destes objetos ainda €
desconhecida. Existe uma multiplicidade de diferentes fatores que podem ser levados em
conta. A existéncia de uma crosta solida, campos magneticos, rotacdo e superfluidez sdo
apenas alguns deles!). O estudo de estrelas de néutrons &, portanto, extremamente

interdisciplinar, abrangendo diversas areas da Fisica.

Entretanto, € necessario verificar se 0s modelos obtidos a partir de diferentes
suposices e simplificacdes sdo fisicamente consistentes e corretos. Devido a sua alta
compacidade é natural que estrelas de néutrons sejam estudadas utilizando a teoria da

Relatividade Geral.



Neste projeto, inicialmente, serdo abordadas simulactes de estrelas Newtonianas
sem o0 devido acréscimo das correcdes relativisticas a fim de se obter as principais
propriedades fisicas e estrutura interna das estrelas. O objetivo do estudo da estrutura estelar
é determinar as variacOes internas de suas principais propriedades fisicas, como a pressao, a
densidade e a temperatura em termos de parametros de entrada como a massa total e a
composicao quimica. Para isso é necessario conhecer 0s principais processos fisicos que
ocorrem nas estrelas, quantifica-los e obter um sistema de equacgdes, cuja solucdo deve levar

as variacOes desejadas.

Existem, no entanto, modelos mais simplificados que permitem obter essas solugfes
ou de forma analitica ou por meio de solucdes numéricas. Esses modelos sdo chamados
estrelas politropicas ou politropos 21 A equacao de estado politropica € util na descricao da
matéria em andas-brancas e estrelas de néutrons, variando-se apenas os indices politropicos
(n) em cada caso. Sua utilizagdo é devida a massa de estrelas de néutrons se encontrar
predominantemente na regido do nucleo, para a qual, especialmente se a equacao de estado

for dura (n — 0) uma aproximagcao politrépica é razoavel

Dessa forma, para a constru¢do de um modelo de uma estrela, deve-se conhecer um
conjunto de equacOes que sdo capazes de descrever o material constituinte da estrela e sua
estrututra. Utiliza-se, entdo, dois grupos de equagdes. A equacgéo de estado, a qual relaciona
pressao, densidade e temperatura e as equacOes de estrutura. As equacgdes de estrututra séo
compostas pela equacao de equilibrio hidrostatico e equacdo de continuidade da massa. O
equilibrio hidrostatico representa um balango entre a forca gravitacional e a pressao interna
da estrela. Se esse equilibrio é alterado, podemos dizer que a estrela podera expandir ou
encolher. A equacgédo de continuidade da massa infere a distribuicdo da massa estelar ao
longo do volume esférico ocupado pela estrela’. As equacdes de estrutura sio importantes
pois determinam a distribuicdo de grandezas que permitem a obtencdo do valor da massa

total da estrela e seu tamanho ™.

Quanto a modelagem do perfil interno das estrelas, faz-se necessaria a introducéo de
uma equacdo nas simulagdes, que sera responsavel por determinar toda a estrutra interna de
uma estrela. Essa equacao é proveniente das equacdes de estrutura e € denominada equagao
de Lane-Emden. A equagdo de Lane-Emden modela a estrutura de um sistema

termodinamico cuja equacado de estado é um fluido politrépico e permite determinar o perfil

2
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de presséo, densidade e temperatura em funcdo da distancia ao centro 21,

No tratamento relativistico, introduz-se as equagBes TOV juntamente com as
equacdes relativisticas de Lane-Emden para identificar corretamente modelos politrépicos
estaveis e instaveis (relacdo massa-raio). Essa relacdo é obtida a partir de simulagdes para
distintos valores de indices politrépicos e buscando-se um valor de massa maxima para cada
equacdo de estado utilizada. A anélise da equacédo de estado torna-se também relevante para
prevenir uma possivel violacao de causalidade (velocidade do som maior que c).

Os capitulos subsequentes apresentardo respectivamente os objetivos (capitulo 2),
metodologia (capitulo 3), resultados e discussdo (capitulo 4) e conclusdo (capitulo 5). O
capitulo 4 é subdividido em trés secBes, as quais apresentardo as simulacdes Newtonianas
realizadas para diversos valores de n, massa, raio, temperatura, pressao e densidade
juntamente com a obtencdo de propriedades fundamentais de estrelas newtonianas como o
limite de Chandrasekhar para ands-brancas e a constatacdo essencial da limitacdo de
equacOes Newtonianas para a descricdo de objetos massivos e compactos como estrelas de
néutrons. N&o obstante, mostra-se ainda simulacdes comparando-se 0s resultados
relativisticos e ndo relativisticos, e as pricipais constatacdes da introducdo das corregdes
relativisticas, como a a verificagdo de massas maximas para cada EoS, possibilitando

definir o critério de estabilidade dos modelos.



Capitulo 2

Objetivos

O principal objetivo cientifico deste projeto é obter uma comparacdo das
propriedades de estrelas de néutrons obtidas a partir de diferentes modelos. O estudo
analitico das estrelas de néutrons comecard com modelos newtonianos, para depois incluir
as correcdes relativisticas. Assim, ao longo do projeto serd realizado uma revisao
bibliografica sobre os conceitos de Relatividade Geral ' ® com o intuito de promover a

aquisicao de no¢Oes basicas sobre o0 assunto.

Ha também a elaboracdo de um programa para a integracdo numérica das equacdes
de estrutura (inicalmente Excel e posterior passagem ao MatLab). A partir disso, com a
estrutura desenvolvida, essa serd aplicada para diferentes equagdes de estado, para

investigacdo de propriedades termodinamicas e mecanicas.



Capitulo 3

Metodologia

A resolucdo das equacdes de estrutura bem como a equacdo de Lane-Emden foram
obtidas a partir de métodos numéricos padrdo. Para a simulacdo inicial de estrelas
Newtonianas, adotou-se como método numérico, o0 método de Euler utilizando o software
Excel. O método de Euler é comumente utilizado para resolucdo de equacdes diferenciais
ordinarias (EDO’s), partindo-se de condicGes iniciais e valendo-se de uma expansdo em
série de Taylor truncada em primeira ordem [l 0 método de Euler pode ser representado da

seguinte forma:

y(x) = y(x0) + ¥'(x0) X (x — x0) + O(x — x,)?
Em que 0(x — x,)? indica o erro cometido ao se truncar a formula de Taylor.
Em seguida, a implementacdo foi feita no software MatLab para utilizacdo do
método Runge—Kutta de 4% ordem para obter maior precisdo na integracdo de sistemas de

equacdes diferenciais acopladas. O método de Runge-Kutta € mostrado a seguir:

h
Yn+1 = Yn T g(lﬁ + 2k, + 2k3 + ky)
ki = f(tn'yn)

h h
ky, = f(ty +E’yn +Ek1)



h h
ks = f(tn +E»yn +§k2)
ky = f(tn + h, Y + hk3)
Em que h é o passo de integragdo.

No tratamento relativistico, as equacdes relevantes sdo as equacfes de Tolman —
Oppenheimer —Volkoff (TOV) e as equacdes relativisticas de Lane-Emden. Essas equacdes
introduzem as correc@es relativisticas as equagdes de estrutura para uma correta modelagem

de objetos massivos e compactos.



Capitulo 4

Resultados e Discussao

A modelagem da estrutura interna estelar permite a descoberta do comportamento
das varidveis fisicas que caracterizam uma estrela. O comportamento das grandezas
temperatura, pressdo e densidade de matéria é obtido a partir da equacdo de estado que
melhor caracteriza o fluido termodindmico presente na estrela. Neste projeto, considera-se
que a estrela € um politropo, isto €, possui uma equacdo de estado (EoS) que obedece a

seguinte relacao:
n+1 , P . i, s
P=kp¥ ey= ——emquenéo indice politroépico.

A utilizacdo de equacgdes de estado politropicas € devido & massa de estrelas de
néutrons estar localizada predominantemente na regido do nucleo, para a qual,
especialmente se a equac¢do de estado for dura (n — 0) uma aproximacao politropica torna-

se razoavel®!

A relacdo entre a massa da estrela e seu tamanho pode ser obtida integrando-se as
equacdes de estrutura no tratamento ndo relativistico e as equagbes TOV no tratamento

relativistico.



4.1. Modelagem Newtoniana

As equac0es de estrutura sdo compostas pela equacao de equilibrio hidrostatico e a
equacdo de continuidade da massa. A equacdo de equilibrio hidrostatico representa um
balango entre a forca gravitacional e a pressdo interna da estrela. Sua forma diferencial €
apresentada abaixo:

ap —GM(r)p(r)
dr r?

Equacao de Equilibrio Hidrostatico

As quantidades M(r), p(r)e r que aparecem na equacgdo de equilibrio hidrostatico
ndo sdo independentes. A massa M interior ao raio r serd determinada pela densidade do
material estelar. Portanto, a equacdo que relaciona essa dependéncia é a equacao de

continuidade da massa e € apresentada a seguir:

dM_4 2(r)
7 = Ao

Equacao de Continuidade da Massa

A massa da estrela a ser modelada possui um papel importante na competicao entre
forca gravitacional e pressdo. Quanto mais massiva a estrela, maior serd a pressdo
necessaria para compensar a gravidade. A pressdo e temperatura serdo mais altas no nacleo
e vizinhancas. Por outro lado, uma estrela de baixa massa terd temperatura e pressao

centrais mais baixas.

O processo de modelagem, neste projeto, consistiu na utilizacdo de diversas
condicdes caracteristicas de uma estrela, variando-se valores centrais e equagdes de estado,
permitindo-se diferentes simulagdes de interiores estelares e obtengédo de diferentes valores

de comportamento de massa, temperatura, presséo e densidade.

Inicialmente efetuou-se a integracdo numérica das equacgdes de estrutura para uma
densidade de energia (E(r)) constante. Neste caso, optou-se por utilizar a densidade de

energia ao invés da densidade de matéria. Para se resolver as equac@es de estrutura para



P(r) e M(r), deve-se integrar desde a origem (r = 0) até o ponto r = R, onde a pressao cai
a zero. Este ponto define R como o raio da estrela. Para isso € necessario um valor inicial da
pressdo em r = ¢, chamado po. O raio da estrela R e a massa total da estrela M(r) = M
dependerdo de po. Para realizar a integragdo, precisa-se saber a densidade de energia £(r)
em termos da pressdo P(r). 2 Essa relagdo é a equacio de estado para a matéria constituinte
da estrela. Entretanto, neste caso, considera-se a densidade de energia constante ao longo da

estrela e ndo se faz necessario o uso da equacao de estado.
Sejam as equacdes diferenciais da forma:

P —GM@p()

dr r2
dM 5
i 4mrep(r)

As condig¢des de contorno sao:

M(@0) = 0

P(0) = p,

Como a densidade de energia é constante, tem-se:

E(r)=E, O0<r<R

0, T2R

A partir da equacdo de continuidade da massa pode-se descobrir M (r) pelo método
de Euler. Adotou-se como passo de integracéo o valor de 0,5 km e R,,,5, = 10 km. Com a
solucdo de M(r)obtida, pode-se integrar a equagdo de equilibrio hidrostatico e achar a

solucdo P(r).

Na primeira etapa, as integracdes foram feitas variando-se os valores de E (1) e p,.
llustra-se, nas Figuras 1, 2 e 3, os resultados obtidos para uma simulacdo de valores para
E; =6x10" Mgc?km® e py = 2x107 Mgo/kms?.

2 A densidade de energia é dada por E(r) = pc?. Portanto, se impormos ¢ = 1, E(r) = p. A implicacdo
da imposicdo ¢ = 1 nas equagdes se da somente na conversao de unidades e nos valores dos parametros,
isto &, serd adotada uma nova escala dependente de c.



Valores de E(r) (Msol c2/km?3)

7,00E-04

6,00E-04 1—0—0—0—0—0—0—0—0—0—‘
5,00E-04

4,00E-04 \

3,00E-04 \

2,00E-04 \

1,00E-04 \

0,00E+00 LQ—O—Q—O—
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Raio (km)

FIG. 1 — Comportamento da densidade de energia em funcéo do raio

3
2,5
3 2
(2]
2
= 15
a
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0,5 -
0 o Raio (km)
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FIG. 2 — Comportamento da massa da estrela ao longo do raio
2,50E+07 l
g 2,00E+07 AlAnia
i ‘......::I%N
S 1,50E+07 2N
§ S\ e Solugdo numérica para
:é 1,00E+07 et p(r)
g 5,00E+06 Solugdo analitica p(r)
a
0,00E+00
0 5 10 15
Raio (km)

FIG. 3 — Solugdes numéricas e analiticas para o comportamento da presséo em fun¢éo do raio
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Como resultado final desta simulagdo, obteve-se uma estrela de néutrons de raio
igual a 10 km, massa 2,33 Mgy, E.= 6x10% Mgc/km® e p, = 2x10° Mgo/kms?. E
interessante notar que para o caso de E =cte,n =0, a solucdo pode ser obtida

analiticamente, sem o uso de métodos numéricos.

Para as diversas simulacdes feitas, podemos sintetizar os resultados, expressos na
tabela abaixo:

TABELA | — Tabela dos resultados das simulacdes realizadas

Raio (km) Massa (My,;) E. Po
10 2,72 7x10™ 2x107
10 2,33 6x10™ 2x10°
10 1,94 5x10™ 8x10°
10 1,55 4x10™* 8x10°

Para a modelagem completa do interior estelar serd introduzida uma equagdo nas
simulacdes, responsavel por determinar toda a estrutra interna de uma estrela. Essa equacao
é proveniente das equacOes de estrutura e é denominada equacdo de Lane-Emden. A
equacdo de Lane-Emden é uma equacdo diferencial ordinaria, nao-linear, de 22 ordem e
grau n e modela a estrutura de um sistema termodinamico cuja equacao de estado € a de um

fluido politrépico.
A equagcdo de Lane-Emden é, assim, representada:

d’y 2dy
2 Txax Y =0

Ou reescrita de forma mais sucinta:
n 2 !
y't+ -y +y*=0

X

As variaveis x e y sdo definidas por:
r =ax

p=py"

Por simetria esférica, para r — 0 deve-se ter 3—’: — 0, de modo a evitar uma

11



singularidade no centro. Portanto, as condi¢Ges de contorno da equagéo de Lane-Emden no

centro da estrela séo:

Parax - 0,y - ley' = Z—z - 0.

Assim, obtida a solugdo y(x)para a equacdo de Lane-Emden para um dado n, é
necessario obter as varidveis fisicas p,T e P.Lembrando-se sempre das condigdes de

contorno e que x = x(R)ey — O parar = R.

Pode-se mostrar que para n =5, o politropo tem raio infinito, de modo que as
solugBes com raios finitos devem ter n < 5 2. Resta-se, entéo, descobrir y(x). Isso pode
ser feito por integracdo numérica, utilizando-se o método de resolugdo de EDO’s de ordem

n.

Resolveu-se a equacdo de Lane-Emden para os indices politrépicos

n=-1,0,1,1.5,2,3 e 5. As respectivas equacles diferenciais usadas sdo apresentadas

abaixo:

d’y 2dy

W+;a+y_l =0paran=—1
d’y 2dy
W-I-;a-l_l =0paran=20
d*y 2dy
WJ’}E L=0paran=1

d*y 2dy

2T T e L5 =0paran=15
d’y 2dy
FICRE 2 =0paran =2
d? 2d
—dx}2}+;d—i]+y3 =0paran =3
d? 2d
—dx}zl+;d—2:+y5 =0paran=>5

Mostrar-se-4 detalhadamente somente o caso em que n = 3, para o qual é possivel

obter alguns resultados interessantes. O caso n = 3 € um caso especial e representa o
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modelo padrdo de uma estrela. Este valor aplica-se ao caso de uma estrela de matéria
.. , . 4

degenerada® relativistica, em que P(r) é proporcional a p /3. Os resultados para a

simulacdo de uma estrela de indice politropico n = 3 sdo mostrados a seguir e basearam-se

em uma estrela com parametros de entrada de massa 2,5 M,,, e raio igual a 10 km.

Solugéo da Equagéo de Lane-Emden: y(x) e dy(x)

1 ———T—T—T—T— T

05¢ 1
0 v
_0‘5 1 ; 1 ‘ I Il 1 1 Il | Il
o1 2 3 4 5 68 7 8 9 10
ot Fungéio Raio w10® Comportamento da Densidade de Matéria
10 T T T T T ——= — T T T
g 3 |
.d"ﬂ- 9 =
5 e 1 : 4
g™ 82 1
D -F'F’r] 1 1 1 1 1 D 1 1 1 L L Il L
0 1 2 3 4 5 b 7 ot 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Raio (cm) i
i Comportamento da Presséo wn® Comportamento da Temperatura
2 T T T T T T T T T T T T T T
g2p bl
@ 2 ~
1 ] ; £S
8 gl %, 1
& G \'\.
D 1 1 1 i i L L A L k- D 1 1 Ih Hr_ o~ . 1 e
o1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Raio (cm) i Raio (cm) i
o MxR ﬁ Limite de Chandrasekhar
——— 7
4 " ] :
& /'/ ©
§ 2 '/'/ 1 \3_, 1
9 ]
e o]
D o 1 Il 1 1 L 1 1 | g G
o1 2 3 4 5 86 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 ]
Raio (cm) i Values of K (eri’lg'™rs?) w10

FIG. 4 — Simulagdo para n = 3. Solucéo para a equagdo de Lane-Emden ndo relativistica. Comportamento da

Densidade, Pressdo, Temperatura e Massa

Partindo-se de valores fixos de n e « e, variando-se a densidade central p, da estrela,
pretende-se obter o comportamento da variagcdo das massas de acordo com a variagdo dos
valores de raio, isto é, busca-se verificar o comportamento de estrelas Newtonianas e a

constatacdo de massas maximas.
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A garantia da manutencao do valor constante de k ¢ dada através de uma relagao unica entre

a constante a e p.. As equacgdes usadas nesta simulacdo sdo apresentadas em seguida.

a=(kMn+ 1)/(4nGpC1‘1/n))1/2 Relacdo unicaentre a e p,. .
R = ax
M = —4ma3p.x%y'(R)

Para 0 caso n = 3,a0 substituir-se o valor do indice politropico nas equagdes
utilizadas, observa-se que a massa independe da densidade central p.. Isto implica que a

massa é constante para todos os valores de raios simulados (FIG. 5).

6,00E+33

5,00E+33 |—

4,00E+33

3,00E+33

Massa (g)

2,00E+33

1,00E+33

0,00E+00
0 5 10 15 20

Raio (cm)

FIG. 5 — Comportamento dos valores da massa para raios distintos para n = 3

Além disso, estudou-se o comportamento da densidade central p, para diferentes
valores de raio (FIG. 6). Conforme aumenta-se o raio das estrelas, observa-se que os valores
de p. diminuem. Para valores mais altos de p,, mais massivas serdo as estrelas. Portanto,
mais compactas elas terdo de ser, de forma que a pressdo seja capaz de suportar o colapso
gravitacional. A independéncia da massa em relacdo aos valores de p. e, portanto, sua
constancia para diferentes valores de raio significa a obtencdo de uma massa maxima, isto
é, 0 Unico valor de massa possivel. O limite de massa obtido representa que estrelas
governadas por n =3 ndo podem assumir um valor maior de massa, caso contrario,
sofrerdo um colapso gravitacional ™4,
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Dessa forma, € natural que se possa simular novamente o comportamento das massas das
estrelas para diferentes valores de x, de forma a obter o limite de Chandrasekhar
(FIG. 4, 7, 8), a massa maxima para ands-brancas (1,4 M,,,;). Essa simulagdo implica ao
variarmos K € mantermos n constante em descobrir as diversas massas maximas das estrelas
segundo os valores de k. Portanto, cada ponto na simulacdo correspondera a uma estrela

diferente.

8,00E+15

7,00E+15

6,00E+15

5,00E+15

4,00E+15 x
3,00E+15 \
2,00E+15

1,00E+15

Valores de p_ (g/cm?3)

0,00E+00 e S >
0,00E+00 5,00E+06 1,00E+07 1,50E+07 2,00E+07 2,50E+07

Raio (cm)

FIG. 6 — Comportamento dos diversos valores de p. para raios distintos comn = 3

2

Pk
1,8
1,6 /

1,4 /
1,2
1 /
0,8
A
0,4 /
0,2

0
0,00E+00 2,00E+14 4,00E+14 6,00E+14 8,00E+14

M (Msol)

K ( cmS/(g1/3*SZ)

FIG. 7 — Comportamento da massa em fun¢ao da variagdo dos valores de «

15




1,405
1,4
1,395
1,39
1,385
1,38
1,375
1,37
1,365
1,36
1,355

4,65E+14 4,70E+14 4,75E+14 4,80E+14

Massa (Msol)

K (cm3/(gl/3*s2)

FIG. 8 — Limite de Chandrasekhar

A FIG. 8 ilustra o comportamento das massas para uma variagdo minima de K.
Portanto, pode-se inferir que o valor de k que melhor representa o limite de Chandrasekhar
para ans-brancas (1,4 Mgy é 4,78999 x 10 cm*/(g**s?).

O Limite de Chandrasekhar representa a massa maxima possivel para uma and
branca (1.4 M,; =~ 2,86.1033g). Se uma ana branca exceder esse valor limite de massa,
sofrerd um colapso gravitacional. A energia gerada por fusdo nuclear de elementos leves em
elementos mais pesados no nucleo estelar origina uma pressdo de sentido contréario ao da
gravidade, pressionando a atmosfera da estrela para fora. A medida que o combustivel da
estrela € gasto e comeca a se esgotar, a atmosfera estelar retrocede na dire¢do do nucleo,
acelerada por sua prépria gravidade. Nesta fase, se a estrela possuir uma massa inferior ao
Limite de Chandrasekhar, o colapso € limitado pela pressdo de degenerescéncia dos elétrons
(Principio de exclusdo de Pauli), resultando em uma ana branca estavel. Entretanto, se a
estrela ndo possui mais combustivel para manter sua producdo de energia e possui uma
massa superior ao Limite de Chandrasekhar, a pressdo exercida pelos elétrons ndo é
suficiente para suportar a forca da gravidade e a estrela entra em colapso. Sua densidade
aumentara drasticamente, levando a formacdo de uma estrela de néutrons ou buraco

negro® 48!,
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‘E possivel ainda a formacéo de uma estrela de quarks. No entanto, essa é uma solucéo tedrica e ndo serd

abordada nesse projeto.


http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A3_branca
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A3_branca
http://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A3_branca
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fus%C3%A3o_nuclear
http://pt.wikipedia.org/wiki/Gravidade
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Press%C3%A3o_de_degenera%C3%A7%C3%A3o_dos_electr%C3%B5es&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/wiki/Estrela_de_neutr%C3%B5es
http://pt.wikipedia.org/wiki/Buraco_negro
http://pt.wikipedia.org/wiki/Buraco_negro

Para cada néutron formado pela fusdo de um préton e um elétron durante o colapso

seré liberado um neutrino (conservacéo do nimero leptonico) .

O Limite de Chandrasekhar resulta dos efeitos previstos pela Mecéanica Quantica
considerando-se 0 comportamento dos elétrons que provocam a pressdo degenerativa de
uma and branca. Elétrons, sendo férmions, ndo podem ocupar 0 mesmo nivel de energia,
i.e., ndo podem ser descritos pelos mesmos ndmeros quanticos. Dessa forma, em anas-
brancas, uma grande quantidade de elétrons encontram-se em niveis de energia superiores,
provocando uma determinada pressao capaz de sustentar a estrela. Para uma massa superior
a limite, essa pressdo de degenerenscéncia torna-se insuficiente para impedir a eminente
contracdo da estrela. O indicio para a veracidade do Limite de Chandrasekhar esta em que,
até as observacOes atuais, nenhuma ana branca com massa maior a de Chandrasekhar foi

alguma vez observadal®®,

SimulagBGes envolvendo diferentes indices politropicos, diferentes de n =3,
mostram que na analise Newtoniana de estrelas, ndo é possivel constatar um valor para o
qgual a massa atinge um valor maximo finito. Os valores de massa tendem a crescer
indefinidamente, enquanto que a Relatividade Geral prevé uma massa maxima para cada
equacdo de estado. Mostra-se para o0 caso n = 1.5, por exemplo, a ndo obtencdo de uma
massa maxima para uma determinada EoS, e sim, valores crescentes ndo limitados de

massas.

1,4

1,2 \
1 X
0,8 \

0,6

M(Msol)

0,4

0,2

0
10 15 20 25 30 35 40

R(km)

FIG. 9 — Comportamento das massas de estrelas Newtonianas em funcéo de diferentes raios paran = 1.5
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A seguir, apresenta-se uma sintese das principais caracteristicas obtidas para os
politropos simulados.

TABELA 11 — Propriedades de estrelas politropicas de acordo com o valor de indice politrépico

indices Politropicos Propriedades
n=-1 Politropo de presséo constante
n=0 Politropo de densidade constante
n=15 Caso de um politropo adiabatico e de um gas degenerado nédo

relativistico (y = 5/3)

n=3 Modelo padrao. Caso degenerado relativistico (y = 4/3).

=}
1
ol

Politropo de raio infinito

n=oo Politropo de temperatura constante
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4.2. Modelagem Relativistica

As simulagcles classicas realizadas até o momento mostraram que a Gravitacdo
Newtoniana ndo € capaz de descrever corretamente o comportamento de objetos muito
compactos e massivos. Na teoria Newtoniana, ndo encontra-se evidéncia de massas
maximas nas equacdes, ao passo que a teoria da Relatividade Geral prevé a obtencdo de
massas maximas para cada equacdo de estado utilizada. Faz-se, portanto, necessaria a
introducdo de correcdes relativisticas nas equagdes de estrutura responsaveis por modelar o
perfil estelar. A introducdo das correcOes relativisticas nas equagdes caracterizam as
chamadas equacdes TOV. As equacbes TOV sdo obtidas pela resolucdo das equagdes de
Einstein em uma métrica esfericamente simétrica e determinam a estrutura de um corpo
em equilibrio gravitacional, esfericamente simétrico e isotropico, modelado pela

Relatividade Geral'®. Mostra-se, a seguir, as equacées TOV.

P
2)

C

4mr3p
ap -G (M +—— )
dr ~ r2(1 - 2GM/c?r)

(p+

dM_4 25(r)
5 = dmrep(r

Em que p é densidade de massa total e M é a massa gravitacional interior ao raio r.

Essas equacbes, quando implementadas junto a uma equacdo de estado,
determinam completamente a estrutura de um corpo isotrépico, esfericamente simétrico
e em equilibrio. E importante ressaltar, que se supormos a velocidade da luz instantanea
(c = o), como na teoria Newtoniana, as equacfes TOV voltardo a possuir a forma da
equacdo de equilibrio hidrostatico anteriormente vista e, novamente, podera ser
modelado um objeto em que as correcoes da Relatividade Gerial podem ser

desconsideradas.

Analogamente ao tratamento classico, pode-se utilizar uma equacédo que introduza
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novos parametros e seja uma combinacdo das equacles de estrutura para possibilitar a
determinacdo de toda a estrutura interna de uma estrela. No tratamento relativistico, utiliza-
se as equacOes de Lane-Emden relativisticas. Define-se, entdo, coordenadas adimensionais

de raio, massa e densidade:

3

W) = g -m()

6™ = p/pc
Em que,

4nG 1 p,

¢ n+ 1loc?

)1/2

o= (P/pc?).

2
Pe _ En n-1
oc? (K) o

e 0 subscrito ¢ refere-se a valores centrais (r = 0). Com a definicdo desses novos
parametros, a equacao de estado de um fluido politrépico (P = kp") e as equacBes TOV

assumem a seguinte forma
P K
pz =" =

dv

Z _ z2gn

dé ¢°0

(v+60¢ @) (1+ 06)

__é&zfﬁz — df—

dé 1—-20(n+1)v/¢

As fungbes de Lane-Emden sdo as solucdes das duas Ultimas equacdes, resolvidas
simultaneamente, desde que se satisfagam as condicbes 6 =1em¢é =0e8 =0emé = ¢&;.
As caracteristicas relativisticas encontram-se apenas na ultima equacdo. O indice o

representa o carater da Relatividade Geral inserido nessas equagoes.
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Novamente, pode-se, a partir das equaces relativisticas de Lane-Emden, chegar-se
a formulacdo ndo relativistica da equacdo de Lane-Emden. Para o — 0, os efeitos
relativisticos podem ser desconsiderados e assim, a equacéo

a0 (v+005G)(1+00)
a&  1-20(n+1Dv/E

_52

resume-se a —&2 %2 — e, juntamente com & = £29™, chega-se
ag ¢

a formulacdo original ndo-relativistica de Lane-Emden

-

4.2.1. Estabilidade e Causalidade de

Politropos Relativisticos

Para o tratamento relativistico, estendeu-se os calculos realizados, incluindo os
resultados previamente obtidos, para equacBes de estado mais duras (matéria
incompressivel, n — 0), buscando-se encontrar massas maximas para cada valor distinto de
indice politrépico. A TABELA 11l apresenta todas as simulagdes numéricas realizadas,
junto com valores de massa e raio obtidos para cada familia de estrela. A partir desses
resultados, foi possivel verificar se as solu¢des obtidas eram causais e estaveis. As equagdes

utilizadas para o calculo das propriedades apresentadas na TABELA 11l sdo fornecidas

abaixo.
CZ K n 1/2
— A1 — 1-
R=A4 61—[ﬁ(n+1)0 n<c—2)] $1
_ 3m amp, 1 ((n+1)c?) [ K\" 1/2
Migaa =02 V(1) M=—2v(§) = [E(T) (;) ] Mii14q
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TABELA 111 — Parametros das funces relativisticas de Lane-Emden

c 3 V(&) Miida M (10”g) R (km)
n=3.0, o,=0.0
[0 J T, 6,8966 2,0182 2,0182 4,9701 10
[0 . 6,8264 1,0785 1,0785 2,6558 9,8982
0.2 7,9494 0,713 0,713 1,7559 11,5267
03 10,8346 0,5386 0,5386 1,3264 15,7101
(O 17,8244 0,4516 0,4516 1,1121 25,8454
0.5, 37,2163 0,4214 0,4214 1,0377 53,9637
0.6uccvvnviiniiinnnen 91,0674 0,4493 0,4493 1,1065 132,0477
0.7 ciiiiiiiininnns 162,6175 0,5266 0,5266 1,2968 235,7954
(01 187,233 0,5969 0,5969 1,4698 271,4878
0.9 i 187,029 0,6375 0,6375 1,57 271,1921
1.0, 183,6571 0,657 0,657 1,618 266,3027
n=2.5, oy=0.039
[0 T, 5,357 2,1869 0 5,38545994 7,76765
[0 4,7838 1,1694 0,6576 2,87976444 6,93651
0.2, 4,7223 0,7608 0,5088 1,87354608 6,847335
0.3 i 4,9868 0,5558 0,4113 1,36871308 7,23086
04...eeunvennnn. 5,5453 0,4387 0,3489 1,08034262 8,040685
0.5 i 6,4325 0,3665 0,3082 0,9025429 9,327125
0.6.cieniiniinnnnes 7,7234 0,3203 0,2819 0,78877078 11,19893
(O 2, 9,5149 0,2905 0,2657 0,7153853 13,796605
0.8.coviiiiiiinnnnn 11,884 0,2721 0,2573 0,67007346 17,2318
(O 14,825 0,2618 0,255 0,64470868 21,49625
n=2.0, oy=0.097
(O J 4,3531 2,411 0 5,9374 6,312
[0 3,6989 1,2987 0,4107 3,1981 5,3634
0.2 3,3983 0,8403 0,3758 2,0693 4,9275
0.3 i 3,271 0,6055 0,3316 1,491 4,743
0.4...cevveniinnnnen 3,2473 0,468 0,296 1,1525 4,7085
0.5 i 3,2967 0,38 0,2687 0,9358 4,7802
0.6uccvvniiinniiinnnns 3,3986 0,3201 0,2479 0,7882 4,9279
0.7 i 3,5469 0,2773 0,232 0,6828 5,143
0.8.ccvveviiiiiinnnnn 3,7334 0,2457 0,2197 0,6049 5,4134
(0 3,9539 0,2216 0,2102 0,5458 5,7332
1.0, 4,2027 0,203 0,203 0,4998 6,0938
n=1.5, oy=0.20
(0 3,6537 2,7141 0 6,6836 5,2979
[0 20t 3,0385 1,4823 0,2636 3,6502 4,4058
0.2 iiiiiiiiennnen 2,6993 0,9604 0,2872 2,3649 3,914
0.3 i, 2,4931 0,6883 0,279 1,695 3,6149
0.4..eveeereennne. 2,3611 0,527 0,2651 1,2978 3,4237
(O T, 2,2749 0,4226 0,2513 1,0406 3,2986



0.6uccceveecrennee. 2,2192 0,3505 0,239 0,8633 3,2178
0.7 e 2,1848 0,2985 0,2284 0,735 3,168
0.8 2,1658 0,2594 0,2194 0,6387 3,1404
0.9 2,1585 0,2291 0,2117 0,5642 3,1299
1.0 2,16 0,2051 0,2051 0.5052 3,132
n=1.0, oy =0.42
[0 U 3,1416 3,1416 0 7,7364 4,5554
0.1, 2,5989 1,7514 0,1751 4,313 3,7684
(0 ) J 2,277 1,1426 0,2285 2,8138 3,3017
0.3 e, 2,0642 0,8192 0,2457 2,0172 2,9931
(0 S 1,9133 0,6249 0,25 1,5389 2,7742
0.5 e, 1,8008 0,4981 0,2491 1,2266 2,6112
0.6.ccciiiiiiiiienns 1,7143 0,4101 0,246 1,0098 2,4857
0.7 i 1,6458 0,3461 0,2423 0,8523 2,3864
0.8.cccieeeieeenen 1,5903 0,2979 0,2383 0,7335 2,306
0.9 1,5447 0,2605 0,2344 0,6414 2,2399
1.0uiienn, 1,5066 0,2307 0,2307 0,5682 2,1846
n=0.9, oy=0.5
(0 T 3,0553 3,2473 0 7,99680098 4,430185
0.1, 2,5289 1,8199 0,1622 4,48168574 3,666905
0.2.0 e 2,2129 1,1899 0,2196 2,93024774 3,208705
0.3 i, 2,0018 0,8537 0,2411 2,10232162 2,90261
(0 1 S 1,8507 0,6512 0,2488 1,60364512 2,683515
0.5 i 1,7371 0,5187 0,2505 1,27735062 2,518795
0.6.cccveecreenee. 1,6486 0,4267 0,2495 1,05079142 2,39047
0.7 e 1,5777 0,3597 0,2473 0,88579722 2,287665
0.8t 1,5198 0,3092 0,2446 0,76143592 2,20371
0.9 i 1,4715 0,27 0,2417 0,664902 2,133675
n=0.8, oy =0.61
Ocevrrvreveveeeninnnnns 2,9736 3,364 0 8,2841864 4,31172
0.1, 2,4631 1,8955 0,1506 4,6678583 3,571495
0.2, 2,1534 1,2423 0,2115 3,05928798 3,12243
(0 T 1,9447 0,892 0,2372 2,1966392 2,819815
(0 1 S 1,794 0,6804 0,2483 1,67555304 2,6013
0.5 e, 1,6798 0,5418 0,2527 1,33423668 2,43571
0.6.eccveecreeenee. 1,5901 0,4453 0,2539 1,09659578 2,305645
0.7 i, 1,5177 0,375 0,2533 0,923475 2,200665
0.8 1,458 0,3219 0,2519 0,79271094 2,1141
0.9 1,4078 0,2807 0,25 0,69125182 2,04131
n=0.7, o,=0.75
[ T 2,896 3,4916 0 8,59841416 4,1992
0.1, 2,4016 1,9784 0,1401 4,87200784 3,48232
0.2u0 e 2,0986 1,3003 0,2043 3,20211878 3,04297
(0 J 1,8927 0,9347 0,2341 2,30179222 2,744415



0.4 1,7429 0,7131 0,2486 1,75608006 2,527205
0.5 e, 1,6285 0,5676 0,2558 1,39777176 2,361325
0.6, 1,5382 0,4662 0,2591 1,14806412 2,23039
0.7 e, 1,4647 0,3922 0,2603 0,96583172 2,123815
0.8, 1,4037 0,3364 0,2603 0,82841864 2,035365
09, e, 1,3522 0,293 0,2596 0,7215418 1,96069
n=0.6, op=0.97

...................... 2,8224 3,6316 0 8,94317816 4,09248
0.1, 2,3439 2,0709 0,1307 5,09979834 3,398655
0.2.ieeennn, 2,0478 1,3648 0,1978 3,36095648 2,96931
0.3 e, 1,845 0,9823 0,2316 2,41901198 2,67525
0.4, 1,6965 0,7497 0,2497 1,84621122 2,459925
0.5 e, 1,5824 0,5966 0,2597 1,46918716 2,29448
0.6.ccceirrenennnn. 1,4918 0,4898 0,2653 1,20618148 2,16311
0.7 e, 1,4177 0,4118 0,2684 1,01409868 2,055665
0.8, 1,3559 0,3529 0,27 0,86905154 1,966055
09, 1,3034 0,3071 0,2706 0,75626446 1,88993

n=0.5 oy=1.24

...................... 2,7523 3,786 0 9,3234036 3,990835
0.1, 2,2898 2,1735 0,1222 5,3524611 3,32021
0.2. e, 2,0008 1,4358 0,192 3,53580108 2,90116
0.3 e, 1,8013 1,035 0,2298 2,548791 2,611885
04, 1,6544 0,791 0,2516 1,9479166 2,39888
0.5 e, 1,5409 0,6295 0,2647 1,5502067 2,234305
0.6, 1,4503 0,5164 0,2727 1,27168664 2,102935
0.7 e, 1,3759 0,434 0,2779 1,0687684 1,995055
0.8, 1,3136 0,3717 0,2812 0,91534842 1,90472
0.9, 1,2604 0,3231 0,2833 0,79566606 1,82758

n=04

...................... 2,6857 3,9582 0 9,74746332 3,894265
0.1, 2,2389 2,2882 0,1147 5,63492132 3,246405
0.200 e, 1,9572 1,5182 0,1874 3,73871932 2,83794
0.3, 1,7613 1,0963 0,2292 2,69974838 2,553885
04, 1,616 0,8378 0,2546 2,06316628 2,3432
0.5 e, 1,5034 0,6664 0,2707 1,64107664 2,17993
0.6.ccvviiiieeennn, 1,413 0,5471 0,2816 1,34728846 2,04885
0.7 e, 1,3385 0,4596 0,2891 1,13181096 1,940825
0.8, 1,2759 0,3932 0,2942 0,96829432 1,850055
09, 1,2224 0,3416 0,2979 0,84122416 1,77248

n=0.3

...................... 2,6222 4,1498 0 10,21929748 3,80219

0.1, 2,1911 2,4178 0,108 5,95407428 3,177095
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0.2 1,9166 1,6102 0,1833 3,96527852 2,77907
(015 T 1,7244 1,1653 0,2294 2,86966778 2,50038
04 1,5811 0,8916 0,2588 2,19565416 2,292595
0.5 s 1,4695 0,7099 0,2785 1,74819974 2,130775
0.6 1,3795 0,5824 0,2922 1,43421824 2,000275
0.7 i 1,305 0,4885 0,3018 1,2029801 1,89225
0.8 1,2424 0,4182 0,3094 1,02985932 1,80148
(0155 1,1886 0,3631 0,315 0,89417006 1,72347
n=0.2

...................... 2,5617 4,3664 0 10,75269664 3,714465
0.1, 2,1461 2,5648 0,1021 6,31607648 3,111845
0.2 1,8789 1,716 0,1803 4,2258216 2,724405
0.3 e, 1,6905 1,2447 0,2307 3,06519822 2,451225
04 1,5493 0,9535 0,2644 2,3480891 2,246485
0.5 i, 1,4387 0,7596 0,2878 1,87059096 2,086115
0.6.eeeieenrnnnnnn. 1,3493 0,6233 0,3049 1,53493858 1,956485
0.7 e 1,2751 0,5228 0,3173 1,28744728 1,848895
0.8..evviievrnnnnnne 1,2124 0,447 0,3271 1,1007822 1,75798
0.9, 1,1585 0,3881 0,3349 0,95573506 1,679825

n=0.1

...................... 2,504 4,6089 0 11,34987714 3,6308
0.1, 2,1037 2,7308 0,09689 6,72486808 3,050365
0.2. i 1,8438 1,8377 0,1781 4,52552002 2,67351
0.3 e, 1,6593 1,3367 0,2333 3,29175742 2,405985
0. 1,5202 1,0254 0,2716 2,52515004 2,20429
0.5 e, 1,4108 0,8172 0,2991 2,01243672 2,04566
0.6 1,322 0,671 0,3199 1,6524046 1,9169
0.7 e, 1,2482 0,5634 0,3359 1,38742884 1,80989
0.8 1,1856 0,4816 0,3485 1,18598816 1,71912
0.9, 1,1317 0,4176 0,3585 1,02838176 1,640965

n=0, oy =

...................... 2,4508 4,9071 0 12,0842 3,5537
0.1, 2,0642 2,9318 0,0927 7,2198 2,9931
0.2. e 1,8113 1,9807 0,1772 4,8777 2,6263
0.3 i, 1,6306 1,4452 0,2375 3,5589 2,3644
04, 1,4938 1,111 0,2811 2,736 2,166
0.5 e 1,3856 0,8867 0,3135 2,1836 2,0091
0.6 1,2976 0,7283 0,3385 1,7934 1,8815
0.7 e, 1,2241 0,6114 0,3581 1,5057 1,775
(08 T 1,1616 0,5225 0,3739 1,2867 1,6844
0.9 i 1,1078 0,4532 0,3869 1,116 1,6063
1.0l 1,0606 0,3977 0,3977 0,9795 1,5379



Na TABELA 11, cada linha apresentada representa uma familia de estrelas, sendo

possivel variar os valores centrais e obter diferentes caracteristicas.

. . A . dapr P
A velocidade de ondas de som de baixas freqtiéncias é dada por v, = i % =

c?y(P/pc?), em que no centro da estrela, onde P/pc? atinge o maximo valor o,

v,2 = c?yo. Se 0 > 1/y, a velocidade do som calculada excederia a velocidade da luz. A

estabilidade das equagdes foi obtida para ¢ < 1 e utilizando-se y — g = 1,730 — 0.3102 ¥,
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FIG. 10 — Valor critico do indice de relatividade geral, acima do qual um politropo é desestabilizado por efeitos da
Relatividade Geral. As regides em que a EoS no centro da estrela é causal e ndo causal sio também indicadas !,

FT .. P ‘ .
O indice de relatividade geral o= também pode ser escrito como uma

aproximagédo o ~ GM/c*R. Isso implica em uma adequacdo de uma aproximagdo poés-
Newtoniana. Na Relatividade Geral, para um dado valor g, 0 valor minimo necessario para
estabilidade é acrescido acima do valor 4/3 o qual seria suficiente para a estabilidade na

teoria Newtoniana ). Reciprocamente, um politropo de um dado expoente y ou indice
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politrpico n torna-se instavel quando o indice adimensional de relatividade geral excede
gy (valor de sigma maximo para o qual a estrela se torna instavel). Mostra-se, também, na
FIG. 10 a curva de limite de causalidade. Essa intercepta a curva de o,, em a,, = 0.48,
onde y = 2.084 e n = 0.926. A regido de altos valores de y e baixos o representa a regido
em que a EoS ¢é causal e a estrela é estavel, sendo mostrada no gréfico da FIG. 10. Portanto,
0 méximo valor de o € imposto pela Relatividade Geral para y < 2.084 e pela causalidade
paray > 2.084.
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Capitulo 5

Conclusao

O presente trabalho possibilitou a aquisicdo de conhecimentos fundamentais ao
desenvolvimento de modelos de estrelas Newtonianas e Relativisticas. Através da
implementacdo de métodos numéricos junto a revisdo bibliografica foi possivel obter
resultados que simulassem o meio intra-estelar e se verificassem as principais propriedades
fisicas de estrelas politropicas. A resolucdo das equacbes de Lane-Emden (classica e
relativistica) tornou-se, portanto, um mecanismo fundamental para a determinacdo de sua
estrutura interna. Para as simulagdes realizadas, obteve-se uma boa relagcdo entre o0s

resultados apresentados e os encontrados na bibliografia.

N&o obstante, o estudo classico do politropo de indice n = 3 permitiu determinar
caracteristicas fisicas importantes como o limite maximo de massa e relaciona-lo a um
fendmeno bem conhecido as anas-brancas, o limite de Chandrasekhar. A partir disso,
tornou-se possivel a compreensdo do conceito de matéria degenerada e sua relagdo com o

colapso gravitacional.

Todavia, a verificacdo de que as equacGes Newtonianas ndo explicam corretamente
0 comportamento das massas de estrelas para diferentes raios tornou-se essencial. Equagdes
Newtonianas descrevem o0 comportamento das massas das estrelas através de um
crescimento indefinido enquanto a Relatividade Geral prevé a obtencdo de um valor limite

méaximo de massa para cada equacdo de estado.
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Faz-se necessaria, portanto, a utilizacdo das corregdes relativisticas para uma correta

simulacdo de objetos compactos e massivos.

Dessa forma, conclui-se que a realizagdo das simulagbes permitiu o
desenvolvimento de técnicas e nogdes intuitivas sobre o comportamento geral de estrelas,
entendendo-se a importancia da introducdo das correcBes relativisticas bem como o0s
resultados dai decorrentes, sendo estes essenciais para a determinacéo de solucdes estaveis e

subluminais.
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Apéndice A

A.l Rotinas Numeéricas

A.1.1. Equacao de Lane-Emden

function dy = lane3(t,vy)
dy=zeros (2,1);

dy (1)=y (2);

dy (2)=-(y(2)*2/(t)) -y (1) ."3;

% A equacdo de Lane-emden esta escrita em duas
equacdes. Como ela é de 2% ordem, o método
oded5 ndo resolve. Ele s6 resolve EDO's de

12 ordem. Por isso quebramos Lane-Emden
%em duas.

o° o

e

$Modificando a integracdo do método ODE45

options=odeset ('AbsTol',0.0000000001, '"RelTol',0.00000001, '"InitialStep’
,0.001, '"Refine',100)

y0=[1 0];

L=[0.00001 107;

[T,Y]=0ded45(@lane3,L,y0,options)

x=linspace(0,10,100) ;%essa variavél x serve como a abcissa da variavel
z

z=0*x;

subplot (4,2,1);plot(T,Y(:,1),"'-",T,Y(:,2),":",x,2,"'-")
title('Solucdo da Equacédo de Lane-Emden: y(x) e dy(x)'
subplot (4,2,2);plot (T,Y(:,1),"'k.")

axis ([0 7 0 1.1])

title('Y(x)")

)

$determinacédo do valor de t, em que y(1)=0
yl=Y(:,1);
for i=l:length(yl)-1
if y1(i+1)<0 & yl(i)>0
indicel=i;
indice2=i+1;
end
end
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if abs(yl(indicel))>abs(yl (indice2))
indice=indice?2;

else indice=indicel;

end

indice;

T (indice) ;

y1l (indice) ;

ylinha=Y(:,2);

ylinha (indice);

[T,Y];
$ysolucao=linspace (yl (1l),yl (indice), indice);
$Tsolucao=linspace (T (1), T (indice), indice) ;

$Determinacédo das propriedades fisicas do politropo

R=10e05; %0 raio é dado em cm

M=4.97e33; %A massa sa estrela é dada em g ou equivalentemente a
2.5Msol

a=R/T (indice); %a é uma constante usada para determinacdo da constante
K e é dada em km.

r=a*T;

Vestrela=4*pi*R"3/3 %Conversdo de km"3 para cm”3

rhomedia=M/Vestrela;

rhocentral=rhomedia*T (indice) *-1/ (3*ylinha (indice))
rho=rhocentral*abs (Y (:,1)).”3;%Equacdo que define o comportamento da
densidade da estrela ao longo do raio.

G=6.673e-8; %constante gravitacional em cgs
K=4*pi*G*rhocentral” ((3-1)/3)*a"2/(4);
P=K*rho.” ((3+1)/3); %Equacdo da Pressdo

u=0.62; %peso molecular médio do gés

mh=1.008; %massa molar do Hidrogénio

k=1.3804e-15; % razdo entre a constante dos gases ideiais (R) e o
numero de Avogadro (Na)

Temp=rho.*u*mh*K/k; %$Equacdo da Temperatura

Mass=-4*pi* (a”3) *rhocentral* (T."2).*ylinha;
Massl=-4*pi* (a”3) *rhocentral* (T (indice)"2) .*ylinha (indice);

subplot (4,2,3);plot (T, r, 'k—--")
axis ([0 7 0 10e051)

title('Funcdo Raio')

subplot (4,2,4);plot (r,rho, "'k")
axis ([0 10e05 0 7el6])

xlabel ('"Raio (cm) ")

ylabel ('Densidade")

title ('Comportamento da Densidade de Matéria')
subplot (4,2,5) ;plot(xr,P, 'k:")
axis ([0 10e05 0 2e37])

xlabel ("Raio (cm) ")

ylabel ('Pressdo')

title ('Comportamento da Pressé&o')
subplot (4,2,6) ;plot (r, Temp, "k-.")
axis ([0 10e05 0 2.3e4d06])

xlabel ("Raio (cm) ")
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ylabel ('Temperatura')
title ('Comportamento da Temperatura')

subplot (4,2,7);plot(r,Mass, "k-.")
axis ([0 10e05 0 5.2e33])

xlabel ("Raio (cm) ")

ylabel ('Massa')

title('M x R'")

format long

M=[1.49311e-06 2.08668E-06 2.91622E-06 4.07555E-06 5.69575E-06
7.96005E-06 1.11245E-05 1.5547E-05 2.17276E-05 3.03652E-05 4.24366E-05
5.9307E-05 8.28841E-05 0.000115834 0.000161883 0.000226238 0.000316178

0.000441872 0.000617534 0.000863031 0.001206122 0.001685607
0.002355707 0.003292201 0.00460099 0.00643008 0.008986309 0.012558749
0.017551386 0.024528807 0.03428005 0.047907826 0.066953223 0.093569974
0.130768014 0.182753855 0.255406276 0.356941123 0.498840384 0.69715063
0.974297624 1.361622324 1.361622324 1.382097635 1.3841713 1.386248076
1.388327967 1.39041098 1.392497118 1.394586385 1.396678788 1.39877433
1.398984151 1.399194004 1.399403888 1.399613804 1.399823752 1.40003373
1.400243741 1.400453782 1.902925048];

M;
K=[5.00E+10 6.25E+10 7.81E+10 9.77E+10 1.22E+11 1.53E+11 1.91E+11
2.38E+11 2.98E+11 3.73E+11 4.66E+11 5.82E+11 7.28E+11 9.09E+11

1.14E+12 1.42E+12 1.78E+12 2.22E+12 2.78E+12 3.47E+12 4.34E+12
5.42E+12 6.78E+12 8.47E+12 1.06E+13 1.32E+13 1.65E+13 2.07E+13
2.58E+13 3.23E+13 4.04E+13 5.05E+13 6.31E+13 7.89E+13 9.86E+13
1.23E+14 1.54E+14 1.93E+14 2.41E+14 3.01E+14 3.76E+14 4.70E+14
4.70E+14 4.75E+14 4.75E+14 4.76E+14 4.76E+14 4.77E+14 4.77E+14
4.78E+14 4.78E+14 4.79E+14 4.79E+14 4.79E+14 4.79E+14 4.79E+14
4.79E+14 4.79E+14 4.79E+14 4.79E+14 5.88E+14];

K;

subplot (4,2,8) ;plot (K,M, 'k.=-")

xlabel ('Values of K (cm”3/g"1"/"3*s72)")
ylabel ('Mass (solar mass) ')
title('Limite de Chandrasekhar')
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A.1.2. Equacao de Lane-Emden

Relativistica

function dy = laneRel (t,y)
$definicdo de parémetros
global sigma

global n

dy=zeros(2,1);

dy (1)=y(2) " *n.*t"2;

dy (2)=-((y(l)+sigma.*y(2) .*t.*dy (1)) * (l+sigma.*y(2))/ (1-
2*sigma* (n+1) .*y (1) ./t))./t"2;

o)

% Equacdo de Lane-Emden Relativistica

clc $limpa a tela de comando

o)

close all % fecha todas as figuras

global sigma n
sigma=0;

n=3;

options=odeset ('AbsTol',0.0000000001, '"RelTol"',0.00000001, "InitialStep"
,0.001, '"Refine',100)

y0=[0 11];

L=[0.00001 200];

[T,Y]=o0de4d45(@laneRel,L,y0,0options);

x=linspace (0,200,100) ;%essa variavél x serve como a abcissa da
variavel z

z=0*x;

subplot(2,1,1);plot(T,Y(:,1),"'-",T,Y(:,2),":",x,2,"'-")
title ('Solucdo da Equacédo de Lane-Emden: yl(x) e y2(x)")
subplot(2,1,2);plot(T,Y(:,2), " "'k:",x,2,"'r=-")

axis ([0 200 -0.3 1.1])

title('Y2(x)")

$determinacédo do valor de t, em que y(2)=0
y2=Y (:,2);
for i=l:length(y2)-1
if y2(i+1)<0 && y2(i)>0
indicel=i;
indice2=i+1;
break
end
end
if abs(y2(indicel))>abs (y2 (indice2))
indice=indice?2;
else indice=indicel;
end
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indice;

n

sigma

T (indice)
y2 (indice) ;
yl=Y(:,1);
yl (indice)

[T,Y];
$Calculando M _tilda

M tilda=sigma” ((3-n)/2)*yl(indice);
M tilda

%$Calculo da Massa

rhocentral=6.4280e+016; 3CGS
a=1.4500e+005; %CGS
G=6.6730e-008; %CGS
K=7.0727e+014; %$CGS

M= ((4*pi*yl (indice) *rhocentral) * (a”3))

$—-4*pi* (a”3) *rhocentral* (T."2) .*ylinha;

[}

$relativistico

R=a*T (indice)
char="Deu certo'
Mlinha=M/10733;
R1linha=R/10"5;

Valor de massa para O caso nao

F=[n,sigma, T (indice),yl (indice),M tilda,Mlinha,Rlinha]
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A.1.3. Extensao de Calculo para
Estabilidade e Causalidade

o)

% Equacdo de Lane-Emden Relativistica

clc %limpa a tela de comando

o)

close all % fecha todas as figuras
global sigma n

sigma=0;

while (sigma)<=1;
n=0.8;

for nn=1:11
options=odeset ('AbsTol',0.0000000001, 'RelTol"',0.00000001, "InitialStep"
,0.001, '"Refine',100);
y0=[0 11;
L=[0.00001 200];
[T,Y]=o0ded45 (@laneRel,L,y0,0options) ;
x=linspace (0,200,100) ;%essa variavél x serve como a abcissa da
variavel z
z=0*x;
$determinacdo do valor de t, em que y(2)=0
y2=Y(:,2);
for i=l:length(y2)-1
if y2(i+1)<0 && y2(i)>0
indicel=i;
indice2=i+1;
break
end
end
if abs(y2(indicel))>abs (y2 (indice2))
indice=indice?2;
else indice=indicel;
end
yl=Y(:,1);

indice;

n;

sigma;

T (indice) ;

yl (indice);

$Calculando M tilda

M tilda=sigma” ((3-n)/2)*yl(indice);
M tilda;
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%$Calculo da Massa

rhocentral=6.4280e+016; %CGS
a=1.4500e+005; %CGS
G=6.6730e-008; %CGS
K=7.0727e+014; %CGS

M= ((4*pi*yl (indice) *rhocentral) * (a”3));

$—-4*pi* (a”3) *rhocentral* (T."2) .*ylinha; Valor de massa para O caso nao

[}

$relativistico
R=a*T (indice) ;
Mlinha=M/10733;
Rlinha=R/10"5;

for m=1:7

if (m==1)
A(nn,m)=n;

elseif (m==2)
A(nn,m)=sigma;

elseif (m==3)
A(nn,m)=T (indice) ;

elseif (m==4)
A(nn,m)=yl (indice) ;

elseif (m==5)
A(nn,m)=M tilda;
elseif (m==6)

A(nn,m)=Mlinha;

elseif (m==7)
A(nn,m)=Rlinha;

end

end

sigma=sigma+0.1;

end

end
A

%escrever os resultados em forma de tabela, que nem no Help

soptions2=rptgen.cfr table('AllAlign', 'center', 'ColumnWidths', [1 10
51)
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${'index"', 'sigma', 'x(r)"','y1l','Mtilda'; [A(:,1)], [A(:

41, [A(:,5) ]}

%Causalidade

%0s valores em que vs<l, a solucdo serad causal.
rho=rhocentral*abs (Y (:,1))."3;

dpdrho=K* (1+(1/n))*rho.”1/n;

c=1;

vs=(c”2*dpdrho) ."1/2;
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