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Gravitacao no sistema solar

Rafael PAUWELS

Resumo:

Este artigo descreve métodos de estudo sobre a gravitagao classica e prova
numericamente as leis de Kepler. Dada a dificuldade encontrada em calcular
geodésicas e dOrbitas através das equacoes de movimento de forma analitica
optou-se pelo uso de métodos numeéricos, como o de Euler e Runge-Kutta.

Abstract:

This article outlines the methods about classical gravitation and proves
in a numeric way Kepler’s laws. Given the difficulty found in calculating
geodesics and orbits through the equations of motion in an analytic way it is
found necessary the use of numerical methods, such as Euler’s and Runge-
Kutta’s.
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1. Introducao

Desde sua elaboragao as leis da gravitagao ja explicaram diversos fendmenos
previamente inexplicaveis, como por exemplo as marés e a forma que os
planetas se movem no céu, nos serviu também ao prever a existéncia de
Netuno, que foi descoberto quando percebemos as pequenas variagoes na
orbita de Urano que nao podiam ser explicadas somente pelas forcas exercidas
por Saturno e Jupiter.

Atualmente o estudo de dérbitas e geodésicas através das leis da gravitagao
continuam possuindo grande importancia no ambito exploratério e cientifico
espacial, considerando que desprovido de tais conhecimentos seria impossivel
a elaboragdo de missoes espacias de décadas atrés como na Vostok 1[1] e na
missdo Rosettal2], ou mesmo as mais recentes como as missoes Falcon 9|3]
que dependem imensamente de extrema precisdo e onde praticamente nao
h4 margens para erro, uma vez que tais missoes, devido ao seu alto custo
envolvido, nao podem ser facilmente refeitas e muitas vezes sao uma parte
de uma cadeia maior de eventos.

As missGes Falcon e Dragon, por exemplo, sao destinadas, em sua maior
parte, ao abastecimento da Estacgao Espacial Internacional, qualquer erro
na execuc¢ao da missao poderia causar a paralisacao total de diversas outras
pesquisas, comprometendo por vezes nao s6 anos de pesquisa mas também
a vida dos pesquisadores. Partindo de tais premissas percebemos assim a
importancia da realizacdo de estudos em relagdo ao do tema.



2. Objetivos e metas

Os objetivos deste trabalho sao os seguintes:
e Compreender a gravitacao classica.

e Escrever um programa capaz de resolver numericamente E.D.O’s rela-
cionando os erros de cada método estudado.

e Reproduzir graficamente os erros absolutos de cada método numeérico
estudado.

e Deduzir uma expressdo discreta a partir da equagao de movimento.

e Liscrever uma versao do programa de calculo de E.D.O’s dedicado ao
calculo da equacao de movimento, gerando graficos e classificando as
diferentes érbitas encontradas.

e Utilizar a estrutura desenvolvida a fim de reproduzir cendrios fisica-
mente interessantes, como as 6rbitas dos planetas ao redor do sol, a
orbita da lua com a Terra e as 6rbitas de cometas e asteroides.



3. Metodologia

Durante a realizagdo desta pesquisa o contetido foi estudado de forma simul-
tanea. No entanto, para melhor ilustrar a metodologia utilizada optou-se por
descrever os métodos de forma independente, fazendo-se referéncias apenas
quando absolutamente necessério.

3.1 Gravitacao Classica

A gravitacdo é uma das quatro tnicas intera¢oes fundamentais que conhece-
mos, e é dentre todas a mais fraca, s6 se manifestando de forma perceptivel
na escala astronomica. Por este motivo os avangos na drea da gravitagao
sempre estao relacionados aos estudos da astronomia. Para o estudo inicial
da gravitagao classica utilizou-se o livro Li¢des de Fisica por Feynmanl4] e
posteriormente avangando através do livro Curso de Fisica Bdsica vol. 1
Mecénical5].
Dado que a excentricidade das érbitas elipticas para diversos planetas é pe-
quena podemos aproximar os resultados por uma 6rbita circular. E para uma
orbita circular a 2% lei de Kepler, que descreve a relagao entre areas e veloci-
dade, implica que a velocidade seria constante, ou seja, o movimento nessa
orbita é uniforme. Como a aceleracio é, neste caso, centripeta, a velocidade
angular é dada por

d=—w’Ri = —4772%f (3.1)
agora se chamarmos de m a massa do planeta, temos que a forca que atua
sobre ele é

- R
F =ma= —47r2mﬁf (3.2)
Pela 3% lei de Kepler, que relaciona os perfodos, temos
R3
T = C = constante (3.3)

onde C tem o mesmo valor para todos os planetas. Reescrevemos assim a
3.1 como m
., 9 A

Newton foi entdo, desta forma, levado a expressao

F=-G——7 (3.5)



3.2 Métodos Numeéricos

Intimeros modelos mateméticos podem ser formulados em funcao da taxa de
variagao de uma ou mais varidveis, naturalmente nos guiando as equagdes
diferenciais. Porém, muitas destas equacgdes simplesmente ndao podem ser
solucionadas de modo analitico, ou sao extremamente dificeis de se resolver,
o que nos for¢a a recorrer a métodos numéricos[6|, que apesar de serem
apenas aproximacoes sao em geral suficientemente bons, tendo como dnico
requisito para o calculo o conhecimento do valor inicial do problema e da
derivada da fungao incognita.

3.2.1 Meétodo de Euler

A partir de qualquer ponto de uma curva é possivel encontrar uma aproxima-
¢ao de um ponto préximo na curva movendo-se ligeiramente pela tangente a
curva. Considerando esta curva como sendo:

y(t) = f(ty(t)) (3.6)

e tendo seu valor inicial y(t,) = y, podemos substituir a derivada ¢ pela

aproximacao

y(t) ~ W (3.7)

rearranjando seus elementos obtemos a seguinte formula
y(t+ h) ~ y(t) + hy(t) (3.8)
e utilizando 3.6 obtemos

Yt +h) = y(t) + hf(t,y(t)) (3.9)

Esta formula é aplicada escolhendo um tamanho de passo h e um valor
inicial y(¢). No desenvolvimento deste projeto utilizou-se esta férmula de
forma recursiva, que pode ser escrita como

3.2.2 Meétodo de Runge-Kutta

Existe uma grande variedade de métodos dentro da familia de Runge-Kutta,
neste projeto o método utilizado é o chamado RK-4, este método funciona
da seguinte forma. Seja o problema

Y= f(t7y)7y(t0) = Yo (311)

Aqui y é uma funcao desconhecida que desejamos obter uma aproximagao.
E dado que 7, a taxa em qual y varia, é uma funcio de t e de y, enquanto o



valor inicial de y é y,. A partir disso € escolhido um passo h tal que h > 0 e
o seguinte é definido por

h
Yn+1 = Yn + E(kl + 2kg + 2k3 + ky)

thy1 =th +h
onde
ki = f(tn,yn)
ba = f(tn+ 5 m + 3h0)
ks = f(tn + gvyn + ng)

ky = f(tn +h,yn + hk‘3>

Aqui yp+1 € a aproximagao por RK-4 de y(t,+1) e é determinado pelo va-
lor atual de y,, adicionado aos quatro incrementos, onde cada incremento é
baseado do seguinte

e k1 é oincremento baseado na inclinacdo no comeco do intervalo, usando
Y;

e ko é o incremento baseado na inclinacao no ponto médio do intervalo,
usando y + %kl;

e k3 é de novo um incremento baseado na inclinagdo do ponto médio do
intervalo, mas desta vez usando y + %k:g;

e k4 & o incremento baseado na inclinacao no fim do intervalo, usando
y + hks.

3.3 Programacao

Durante o desenvolvimento do projeto foram elaborados oito programas, sao
eles em ordem de desenvolvimento

PRIMEIRA VERSAO A
Calculo numérico pelo método de Euler, ndo possui interface grafica e néo
aceita input do usudrio.

PRIMEIRA VERSAO B
Calculo numérico pelo método de Runge-Kutta, ndo possui interface gréfica
e nao aceita input do usuario

SEGUNDA VERSAO
Calculo numérico de polinémios por ambos os métodos, ndo possui interface
grafica mas através de diversas perguntas pelo terminal ele modela e resolve
um polinémio de ordem n.



TERCEIRA VERSAO
Calculo numérico por ambos os métodos, ndo possui interface grafica mas
permite agora que o usuério digite a equagao a ser calculada.

QUARTA VERSAO
Calculo numérico por ambos os métodos, possui interface grafica e permite
que usuério digite a equacao a ser calculada e selecione através de checkbozes
o método escolhido. Usando a biblioteca Matplotlib é capaz de gerar um
grafico com as curvas dos dois métodos.

QUINTA VERSAO
Calculo numérico por ambos os métodos, possui interface grafica e permite
que usuério digite a equagao a ser calculada e selecione através de checkboxes
o método escolhido, possui também um campo para introducao da resolugao
da E.D.O., permitindo assim comparar os métodos numéricos com o método
analitico. Usando a biblioteca Matplotlib é capaz de gerar um grafico com
as curvas dos trés métodos.

SEXTA VERSAO
Calculo numérico por ambos os métodos, possui interface grafica e permite
que usuério digite a equacao a ser calculada e selecione através de checkboxes
o método escolhido, possui também um campo para introducao da resolugao
da E.D.O., permitindo assim o calculo do erro absoluto. Usando a biblioteca
Matplotlib é capaz de gerar dois graficos, um com as trés curvas dos métodos
e outro com as duas curvas dos erros absolutos.

PROGRAMA DE ORBITAS
Dado um passo, tempo de integracao, massa e as condicoes iniciais necessarias
para satisfazer a E.D.O. (velocidade e posi¢do em ambos os eixos), o programa
plota um grafico referente a 6rbita e nos fornece informagoes como o erro de
fechamento, periastro e apoastro.

3.3.1 Python

A linguagem escolhida para o projeto foi Python, que por ser uma linguagem
nao compilada demonstrou velocidade imensamente inferior quando compa-
rada com linguagens compiladas como C/C++ ou Java. Mas apesar desta
desvantagem em velocidade o Python se demonstra infinitamente superior
em outro aspecto da linguagem, sua caracteristica intrinseca de ser simples.
Quando comparado ao Java os cédigos em Python tendem a ser de trés
a cinco vezes menor, enquanto quando comparado ao C+-+ essa diferenca
chega a ser de cinco a dez vezes. Devido a essa caracteristica em ser simples
e ao grande e crescente nimero de bibliotecas o Python tem se mostrado
uma linguagem em potencial em intimeras areas, entre elas a cientifica.

3.3.2 Mo6dulos Externos

Uma das maiores vantagens de se utilizar uma linguagem altamente difun-
dida é a sua comunidade, e apesar de ser uma linguagem relativamente nova



a comunidade do Python é imensa, e devido a ela a sua biblioteca de médulos
também. A utilizacdo destes mdédulos nos custa algum tempo de execucdo na
ordem dos deci-segundos mas nos recompensa em tempo de desenvolvimento
na ordem de dias ou meses, alguns médulos sao tao complexos e longos que
se faz necessario a participacdo de mais de um programador para desenvolver
e manter o médulo.

PyGTK

O PyGTK][7| ¢ uma imensa biblioteca desenvolvida para Python2.7 e Python
3.2 que nos permite com relativa facilidade a criagdo de interfaces graficas
multiplataforma, sem a necessidade de nenhuma alteracdo no cédigo para
que ele funcione em outros sistemas.

Matplotlib

O Matplotlib[8] ¢ uma biblioteca de plots 2D que seguem o padrao de softwa-
res como MATLAB e Mathematica, sua extensiva quantidade de modulos
nos permite representar praticamente qualquer tipo de grafico e da forma que
desejarmos, é possivel até mesmo a elaboracao de graficos em trés dimensoes,
que depois sao convertidos em uma imagem 2D para display.

3.4 Balistica

Antes de comecarmos de fato a estudar 6rbitas, € importante entender como
funciona a balistica, que difere do estudo em 6rbitas apenas pelo fato de que
em balistica temos uma gravidade ¢ constante enquanto que na gravitagao
universal g varia seguindo a expressao

GM

r3

g=— d (3.12)
Tendo como base a equacdo da velocidade

v(t) = vo + a(t —t5) (3.13)
e sabendo que a velocidade nos eixos podem ser descritas por

Vog = UpC0SO Voy = VoSeNY (3.14)

e a aceleragdo em y e em x por

y=ay=—-g9g T=a,=0 (3.15)
temos ao substituir em 3.13
Y = vy = vosent — gt T = vy = v,c080 (3.16)
nos dando 1
Y = vosendt — igt2 x = v,cost (3.17)
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3.5 Movimento Planetario

O movimento planetario possui um significado especial para a civilizagao
ocidental devido ao grande impacto desta teoria na sociedade, modificando
sua forma de entender o universo.|9]

Devemos grande parte desse conhecimento a Kepler, que a partir da
andlise dos dados coletados durante anos por Tycho Brahe formulou as trés
seguintes leis.

1. Os planetas descrevem o6rbitas elipticas ao redor do Sol, que estd em
um dos focos dessa elipse.

2. O segmento que une o Sol a um planeta qualquer descreve areas iguais
em intervalos de tempos iguais.

3. A proporgio f—j é a mesma para todos os planetas que orbitam o Sol,
onde T ¢é o periodo do planeta e a é a distancia média do Sol.

3.5.1 O modelo

Como demonstrado na secao 3.1 a lei universal da gravitagao pode ser escrita
vetorialmente da seguinte forma

| =————7 (3.18)

A forga no segundo corpo difere somente no sinal. Pela segunda lei de Newton
F' = ma podemos rescrever a lei universal da seguinte forma

. Gma
a=— 7

(3.19)

r2

Convertendo a equagao 3.19 em uma equacao diferencial onde Z(t) é a posicao
da particula num dado momento ¢ temos

A’z ~ Gma,

i (3:20)
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4. Resultados

4.1 Gravitacao classica

O estudo da gravitagao cléassica se deu pela leitura do livro de Feynman[4]
e atraves da resolucao dos exercicios da capitulo 10, do livro do Moysés|5].
Dada a inviabilidade de reproduzir a resolucao de todos os exercicios optei
por resolver dois dos problemas. O primeiro é um exercicio sobre o estudo da
massa de um objeto através de sua 6rbita e o segundo é baseado da primeira
suposicao da existéncia de buracos negros feita em 1795 por Laplace.

4.1.1 Massa da lua

Em 1968, a nave espacial Apolo 8 foi colocada numa 6rbita circular em torno
da Lua, a uma altitude de 113 km acima da superficie. O periodo observado
dessa orbita foi de 1h 59 min. Sabendo que o raio da Lua é de 1 738 km,
utilize esses dados para calcular a massa da Lua.

Estratégia

Para resolver este problema precisaremos igualar a forga gravitacional a forca
centripeta, conhecendo o periodo e o raio total poderemos, através da férmula
que nés obtemos, calcular a massa.

Resolugao

Através da comparacido das forcas na forma

Fg’/‘avimcional = Fcentripeta
_ GmM _ mov?
onde Fgravitacional - T R2 € Fcentripeta — "R > portanto
GmM — mv?
R? R
como a velocidade é dada através da relacio velocidade = % e 0 espaco

percorrido é dado pela circunferéncia temos que espago = 27 R
Fazendo as substituicdes necessarias chegamos em

2R
GM = (——)*R
()
isolando em funcdo da massa obtemos
B A7 R3
- GT?

12



onde G é a constante gravitacional universal e R é a soma das distancias r
e h evidenciados na figura.

Fazendo as substitui¢oes necessarias concluimos que a massa lunar é igual a

7,3638.10%2kg, ou seja, é da massa da Terra.

4.1.2 Buraco negro de Laplace

Em 1795, Pierre-Simon de Laplace antecipou a existéncia de buracos negros,
afirmando: "Uma estrela luminosa de mesma densidade que a Terra, cujo
diametro fosse 250 vezes maior que o do Sol, ndo permitiria, em consequén-
cia de sua atracdo, que os seus raios luminosos nos atingissem; é possivel,
portanto, que os maiores corpos luminosos existentes no Universo sejam in-
visiveis para nés."Embora este raciocinio nao-relativistico no se justifique,
deduza o resultado de Laplace. Para isto, calcule a velocidade de escape a
partir de uma estrela hipotética de mesma densidade que a Terra em funcao
do seu didmetro e ache o valor critico do diametro.

Estratégia

4 -

A ideia para a resolucdo deste exercicio é primeiramente descobrir como
calcular a velocidade de escape, uma vez sabendo a velocidade de escape
devemos reescrever esta equacdao em funcdo da densidade. Uma vez em
posse de todos os dados basta substituirmos na férmula para chegarmos ao
raio do buraco negro calculado por Laplace.

Resolugao

N ~

Para chegarmos a equagdo da velocidade de escape partimos da ideia da
conservacao de energia.
Eantes = Edepois (41)

onde F é dada pela soma de todas as energias, no caso a energia cinética
K e a energia potencial gravitacional P. Substituindo entao as energias em
4.1, chegamos em

mvi2 GmM _ mU]Qv GmM
2 di 2 dy

(4.2)

13



como a Fgepois se estende ao infinito temos que vy — 0 e dy — oo, portanto

mv?2  GmM
= 4.
5 4 (4.3)
2GM
v = GT (4.4)

massa

oot chegamos na seguinte

sabendo que a densidade p é dada por p =

equacdo para uma esfera
M

— 4.5
%’ﬂ'da ( )

ILL:

manipulando 4.4 e 4.5 chegamos em

v =/ %C?Méhrd2 (4.6)

onde v é igual a velocidade da luz ¢ de valor aproximado 3.108m/s. Calcula-
mos que d possui valor aproximado de 1,70698.10''m. Sabendo que 0 Ry
é igual a 6,958.10®m podemos calcular a razdo

= 245, 3265

sol

aproximadamente o resultado obtido por Laplace em 1795.

4.2 Métodos numéricos na solugao de E.D.O’s

Para a realizagao das comparagoes a seguir utilizei a sexta versao do pro-
grama descrito na metodologia, o codigo esté disponivel no Apéndice A.

4.2.1 Comparacao entre métodos

Neste momento da pesquisa utilizou-se diversas E.D.Q’s para comparacao
entre os métodos e analisar comportamentos a partir de um passo h tal que
h > 0.

A pesquisa comegou com o teste de algumas E.D.O’s simples apenas para
comparacoes de resultado. Exemplificado pelas Figuras 4.1 e 4.2

Os métodos analiticos para comparagao de resultados serdo estudados no
decorrer das proximas etapas do projeto junto com a disciplina da UFABC
Introdugdo as Equagoes Diferenciais Ordinarias. Porém mesmo nao compa-
rando com o resultado analitico percebemos claramente que quanto menor h
for, menor é a diferenca entre a curva pelo método de Euler e pelo método
de Runge-Kutta, concluimos assim que hd uma maior precisao quando h é
menor. Portanto quando h — 0, Egpsoiuto — 0

14



— Euler
— RK-4
121
10+
>
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w

4.0 45

Eixo x

Eixoy

Eixo x

(¢) h =0.05

Figura 4.1: Gréficos da solugao da E.D.O. 3y = 2 com y, = 2
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20
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Figura 4.2: Graficos da solugido da E.D.O. ¢/ = cos(z) para y, = 1
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4.2.2 FErros absolutos

Quando trabalhamos com computadores e calculadoras para resolver equa-
¢oes diferenciais sempre estamos sob um limite fisico de informac&es, isso
forca o arredondamento de casas decimais, esse arredondamento é chamado
de erro de arredondamento.

Existe porém outro tipo de erro, que estd associado ao método da reso-
lucao e que é propagado durante as iteragoes de y, a este erro damos o nome
de erro de truncamento.

Neste projeto o tipo de erro calculado foi o chamado erro absoluto, que
é dado por

|fanalz’tico - fmétodo|

Analisando as figuras 4.3 e 4.4 percebemos o quao impreciso o método de
Euler pode ser quando comparado ao RK-4, os erros de Euler neste caso
chegam a valores préximos de 700, enquanto o método de Runge-Kutta nao
ultrapassa a faixa de 30, a curva que representa o passo 0.1 do método RK-
4 nem mesmo aparece na figura 4.4, uma vez que seu erro esti proximo a

4.1073,

17
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Figura 4.3: Graficos da solugao da E.D.O. ¢ =y + 1 para y, = 5
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Erro de RK-4 (Passo: 0.1)
Erro de RK-4 (Passo: 1.0)
— Erro de RK-4 (Passo: 1.5)
Erro de Euler (Passo: 0.1)
500r — Erro de Euler (Passo: 1.0)
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200
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(a) Todos os erros

700

Erro de Euler (Passo: 0.1)
— Erro de Euler (Passo: 1.0)
—— Erro de Euler (Passo: 1.5)

600

500

400} //

3001

Erro

100

0 H i H
0 1 2 3 4 5
Varia o de x

(b) Erros de Euler

Erro de RK-4 (Passo: 0.1)
Erro de RK-4 (Passo: 1.0)
251 —  Erro de RK-4 (Passo: 1.5)
20
2 15
w
10
o [ 2 3 s 5
Varia odex

(c¢) Erros do RK-4

Figura 4.4: Graficos dos erros da E.D.O. v/ = y + 1 para y, = 5 de solugao
analitica y(x) = 6e® — 1

4.3 Balistica

O estudo de balistica se deu com auxilio da referéncia|5]. Comegamos com
um modelo simples de balistica. Um projétil é disparado a partir de um

19



lancador localizado na origem a uma velocidade fixa, dado o dngulo de ele-
vagao devemos determinar quando o projétil atingird o chao. Por ser um
modelo simples estamos descartando influéncias tais como a resisténcia do
ar e considerando apenas a gravidade como for¢a que age sobre o projétil.
Partindo das condic¢bes iniciais

Vo = 20m/s
0 = 30°
g=10m/s
e sabendo que
Y = vosenb — gt (4.7)

substituindo os valores iniciais em 4.7 chegamos em
y=10—10¢t (4.8)

Utilizando o programa para resolver E.D.O’s conseguimos representar grafi-
camente este resultado através da figura 4.5

— Euler
— RK4]]

1
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25
Eixo x

Figura 4.5: Gréfico do deslocamento em x pelo tempo com h = 0.1

4.4 Movimento Planetario

Uma vez modelado o problema das equagoes diferenciais do movimento,
basta inserir as condicGes iniciais da ¢rbita a fim de obter uma simulacao
de precisdo inversamente proporcional ao tamanho do passo. Os valores uti-
lizados como condigoes iniciais foram retirados da referéncia[10]. Sendo a

20



aceleracdo vetorialmente dada da seguinte forma

d>7 Gm |

podemos reescrever essa aceleracdo separando o eixo x do y

Gmx Gmy
3 oua=-——73 (4.10)

a = —

consideramos G = 6,67.1071! ]\2;}2 e r é obtido por

r=+vz?+y? (4.11)

Sabendo que o periélio da Terra é 1,47.10" m e sua velocidade méxima é
3,027.10* m s~! geramos o grafico 4.6 para o passo h = 5000 s, ja o gréafico
4.7 & uma figura gerada com o passo h = 40000 s Usando diferentes valores
de passos comecamos a encontrar diferencas no erro de fechamento, esse erro
serd melhor abordado na préxima subsecao.

4.4.1 FErro de fechamento

O método numeérico utilizado nas simulagoes € o método de Runge-Kutta que
pode ser definido pelo termo inglés como not symplectic, ou seja, o método
nao conserva energia a cada passo. Esse fator faz com que a érbita nao feche,
em outras palavras, o ponto final em y nao é o mesmo que o inicial mesmo
considerando uma 6rbita inteira.

Para melhor entender a relacdo e a proporcionalidade existente entre o
passo e o erro foi gerado o grafico 4.8 através de 49 dados diferentes que vao
do passo h = 2000 até o passo h = 98000, o eixo y representa o erro e o eixo
X 0 Passo.

Podemos ver que o erro é uma reta que apresenta oscilagoes nos passos
maiores devido ao método de comparagao utilizado, que se baseia no ponto
calculado mais préximo de Zjpicial, que ndo é necessariamente o mesmo para
todos os passos. O erro pode ser aproximado pela equacao

erro~ ah + (4.12)

conhecendo a expressao 4.12 e usando alguns dos valores do grafico 4.8,
podemos encontrar « e 3, prevendo de forma aproximada qual é o erro
associado a determinado passo.

4.4.2 Excentricidade orbital

A excentricidade orbital mede o grau de afastamento de uma 6rbita de um
formato circular, a excentricidade normalmente varia entre 0 e 1 mas valores
superiores podem ser encontrados.
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De forma geral as excentricidades se relacionam a geometria da 6rbita da
seguinte forma

Circular e=20
Eliptica 0<exl1
Parabolica e=1

Hiperboélica e>1

Netuno é o planeta com a érbita mais circular do sistema, solar, enquanto
Mercurio é o que possui a érbita mais eliptica

Mercirio | 0,2056
Veénus 0,0068
Terra 0,0167
Marte 0,093
Jupiter | 0,048
Saturno | 0,056
Urano 0,046
Netuno | 0,0097

Com o objetivo de comparar o valor calculado com o valor real a mesma
simulacao feita anteriormente para o erro de fechamento foi feita para a
excentricidade da Terra. A figura 4.9 representa a excentricidade encontrada
em cada passo, a técnica para se calcular a excentricidade parte da obtencao
do periélio e do afélio, representados respectivamente por d, e dg

dg — dp

e=——+—

dg + dp

Observando o grafico 4.9 percebemos que a precisao varia de forma linear

e por ndo se tratar de uma medida tao imprecisa quanto o erro de fechamento
nao vemos dessa vez as oscilacoes nos resultados.

(4.13)

4.5 Leis de Kepler

A seguir estdo as demonstragoes numéricas das trés leis de Kepler, que como
citado em 3.5 sao

1. Os planetas descrevem oOrbitas elipticas ao redor do Sol, que esta em
um dos focos dessa elipse.

2. O segmento que une o Sol a um planeta qualquer descreve areas iguais
em intervalos de tempos iguais.

3. A proporc¢ao 5—; ¢ a mesma para todos os planetas que orbitam o Sol,
onde T' é o periodo do planeta e a é a distancia média do Sol.
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4.5.1 Primeira Lei

A demonstragao dessa lei ja foi feita indiretamente 4.4.2, quando trabalhamos
com a férmula 4.13 percebemos que as 6rbitas do sistema solar apresentam
e tal que 0 < e < 1, ou seja, as drbitas sdao todas elipticas tendo o Sol com
um dos focos dessa elipse.

4.5.2 Segunda Lei

Existe uma grande problematica na prova numérica da segunda lei, que é o
modo de se calcular a area, a técnica utilizada nesse projeto é uma aproxima-
¢do simples porém funcional, ela envolve dividir as 4dreas em pequenos qua-
dradinhos e entao contar manualmente quantos quadrados ocupam a &rea.
A expressao a ser satisfeita é

Ay Ay

— = (4.14)

At At

A imagem 4.10 representa o método utilizado, & importante notar que

devido & baixa excentricidade da érbita as geometria das areas sdo extrema-
mente similares.

4.5.3 Terceira Lei

A terceira lei ndo é inteiramente provavel numericamente, uma vez que ela se
originou a partir de uma dedugdo matematica e nao da simples observacao
do movimento planetario.

T2 = Cd® (4.15)

No entanto é possivel fazer o calculo de verificagdo da seguinte forma.
O T em 4.15 nada mais é que o tempo gasto para completar uma elipse
na simulacao e a é a média simples entre o periastro (condi¢do inicial) e o
apoastro (numericamente calculado). O valor da constante varia para cada
planeta, para a Terra por exemplo, a constante encontrada é C' ~ 3.10719 j4
para Mercirio a constante vale C' ~ 8,96.1072Y.
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Figura 4.6: Orbita terrestre com h = 5000
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Figura 4.7: Orbita terrestre com h = 40000
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Figura 4.10: Orbita de Mercurio com duas areas iguais marcadas
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5. Discussao

O desenvolvimento deste projeto possibilitou o estudo de trés diferentes areas
do conhecimento, a Fisica, a Matematica e a Computacao.

Na 4area da fisica pode-se estudar mais sobre a histéria da gravitagao
classical4, 5|, entendendo desta forma o surgimento das férmulas e cons-
tantes tanto utilizadas durante os calculos, que por sua vez também foram
estudados e trabalhados em forma de exercicios|5].

Para o desenvolvimento da parte fisica do projeto também foi necessario
um desenvolvimento na parte matematica, desde o comego se fez uso de
conceitos de célculo e geometria analitica importantes, dando assim uma
aplicacao fisicamente 1til a conceitos previamente desenvolvidos.

Desenvolveu-se também diversos programas em Python com dois princi-
pais objetivos, resolver E.D.O’s numericamente e solucionar as equagoes de
movimento e gerar orbitas e geodésicas graficamente. Tais programas exigi-
ram um estudo tanto na linguagem quanto nos métodos computacionais|11].
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6.

Cronograma

Este projeto possui a duragdo de 9 meses, de 01/09/2014 a 31/07/2015 e foi
concluido dentro do prazo estipulado.

01/09/2014 a 30/10/2014 Estudo analitico do problema e revisdo
da literatura.
Seguiu como o planejado. Foi feito a revisdo da literatural4, 5].

01/11/2014 a 31/12/2014 Estudo dos métodos numeéricos e elabo-
racdo do programa.

Durante este momento foi estudado os métodos numéricos de Euler
e Runge-Kutta enquanto era desenvolvido as versdes iniciais do pro-
grama.

01/01/2015 a 28,/02/2015 Testes numéricos iniciais e interpretacao
dos resultados.

Realizou-se os primeiros testes numéricos e as primeiras interpretacoes,
levando ao aprofundamento e aprimoramento do programa. Foi neste
periodo em que os estudos relacionados a erros foi iniciado.

01/03/2015 a 30/04 /2015 Estudo numérico das leis de Kepler. Ela-
boracao do relatério parcial.

Término dos estudos com erros e inicio do estudo de movimento balis-
tico, afim de posteriormente progredir o estudo para érbitas. Ocorreu
também a elaboracao do relatério parcial.

01/05/2015 a 30/06/2015 Estudo numeérico das orbitas no sistema
solar. Visualizagdo dos resultados.

Estudo dos erros associados & Lei de Kepler e desenvolvimento do pro-
grama capaz de resolver equacdes de segunda ordem numericamente.

01/07/2015 a 31/07/2015 Elaboracao do relatério final. Término
do estudo e elaboracao deste relatério.
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A. Diferentes métodos e passos

1 #!usr/bin/env python

2 #-#- coding: utf-8 -*-

3

4  from __future__ import print_function, division

5 from matplotlib.backends.backend_gtk import FigureCanvasGTK as FigureCanvas
6 from operator import sub

7 from matplotlib.figure import Figure

8 from matplotlib import cm

9  import numpy as np

10 from math import *

11  import matplotlib.pyplot as plt

12 import gtk, parser, sys

13

14 # Calcula a funcdo passada (em string) nos pontos dados (em float)
15 def no_ponto(x,y,funcao):

16 code=parser.expr(funcao) .compile()

17 x=float (x)

18 y=float(y)

19 return eval(code)

20

21 # Calcula a funcdo pessada através do método de euler
22 def euler(xi,yi,funcao,termino,passoi):

23 x=float(xi)

24 y=float(yi)

25 passo=float(passoi)

26

27 global listaYEulerA, listaYEulerB, listaYEulerC
28 listaYEulerA, listaYEulerB, listaYEulerC=[]1,[1,[]
29

30 while x <= termino:

31 listaYEulerA.append(y)

32

33 y+=passo+*no_ponto(x,y,funcao)

34 x+=passo

35

36 x=float(xi)

37 y=float (yi)

38 passo=float(passoi)*0.1

39

40 while x <= termino:

41 listaYEulerB.append(y)

42 y+=passo*no_ponto(x,y,funcao)

43 x+=passo

44

45 x=float(xi)

46 y=float (yi)

a7 passo=float(passoi)*1.5

48

49 while x <= termino:

50 listaYEulerC.append(y)

51 yt+=passo*no_ponto(x,y,funcao)

52 x+=passo

53

54 # Calcula a fungdo passada através do método de runge-kutta de quarta ordem

55 def kutta(xi,yi,funcao,termino,passoi):
x=float(xi)

S
=]
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57 y=float(yi)

58 passo=float(passoi)

59

60 global listaYKuttaA, listaYKuttaB, listaYKuttaC

61 listaYKuttaA,listaYKuttaB,listaYKuttaC=[],[], []

62

63 while x <= termino:

64 listaYKuttaA.append(y)

65

66 kl=no_ponto(x,y,funcao)

67 k2=no_ponto(xtpasso*0.5,y+passo*0.5%kl,funcao)
68 k3=no_ponto(x+passo*0.5,y+passo*0.5%k2,funcao)
69 k4=no_ponto (x+passo,y+passoxk3,funcao)

70

71 y+=passo*(k1+2*xk2+2+k3+k4) /6.0

72 x+=passo

73

74 x=float(xi)

75 y=float(yi)

76 passo=float(passoi)*0.1

7

78 while x <= termino:

79 listaYKuttaB.append(y)

80

81 kl=no_ponto(x,y,funcao)

82 k2=no_ponto(x+passo*0.5,y+passo*0.5*kl,funcao)
83 k3=no_ponto(xtpassox0.5,y+passo*0.5%k2,funcao)
84 k4=no_ponto(x+passo,y+passo*k3,funcao)

85

86 y+=passo*(k1+2xk2+2*k3+k4) /6.0

87 x+=passo

88

89 x=float(xi)

90 y=float (yi)

91 passo=float(passoi)*1.5

92

93 while x <= termino:

94 listaYKuttaC.append(y)

95

96 kl=no_ponto(x,y,funcao)

97 k2=no_ponto(xtpassox*0.5,y+passo*0.5%kl,funcao)
98 k3=no_ponto(x+passo*0.5,y+passo*0.5*k2,funcao)
99 k4=no_ponto (x+passo,y+passoxk3,funcao)

100

101 yt+=passo*(k1+2*xk2+2xk3+k4) /6.0

102 x+=passo

103

104 # Calcula a fungdo de forma analitica
105 def analitico(xi,funcao,termino,passoi):

106 x=float(xi)

107 passo=float(passoi)

108

109 global listaYAnaliticaA,listaYAnaliticaB,listaYAnaliticaC
110 listaYAnaliticaA,listaYAnaliticaB,listaYAnaliticaC=[]1,[],[]
111

112 while x <= termino:

113 listaYAnalitical.append(no_ponto(x,0,funcao))

114 x+=passo

115

116 x=float(xi)

117 passo=float(passoi)*0.1

118 while x <= termino:
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119 listaYAnaliticaB.append(no_ponto(x,0,funcao))

120 x+=passo

121

122 x=float (xi)

123 passo=float(passoi)*1.5

124 while x <= termino:

125 listaYAnaliticaC.append(no_ponto(x,0,funcao))
126 x+=passo

127

128 # Calcula o erro de cada ponto comparando a solu¢do analitica (ezata) com o
129  # método de runge-kutta de quarta ordem (aprozimado)
130 def kutta_error(solucao_analiticalA,solucao_analiticaB,solucao_analiticaC,solucao_kuttad,solucao_kuttaB,solucao_ku

131 global listaErroKuttad,listaErroKuttaB,listaErroKuttaC

132 listaErroKuttaA = map(sub, solucao_analiticahA, solucao_kuttal)
133 listaErroKuttaB = map(sub, solucao_analiticaB, solucao_kuttaB)
134 listaErroKuttaC = map(sub, solucao_analiticaC, solucao_kuttaC)
135

136 i=0

137 while i < len(listaErroKuttald):

138 if listaErroKuttaA[i]<O0:

139 listaErroKuttaA[i]=1listaErroKuttaA[i]*(-1)

140 i+=1

141 i=0

142 while i < len(listaErroKuttaB):

143 if listaFErroKuttaB[i]<O0:

144 listaErroKuttaB[i]=1listaErroKuttaB[i]*(-1)

145 i+=1

146 i=0

147 while i < len(listaErroKuttaC):

148 if listaErroKuttaC[i]<O0:

149 listaErroKuttaC[i]l=1listaErroKuttaC[i]*(-1)

150 i+=1

151

152 # Calcula o erro de cada ponto comparando a solugdo analitica (exata) com o
153  # método de euler (aprozimado)
154 def euler_error(solucao_analitical,solucao_analiticaB,solucac_analiticaC,solucao_eulerA,solucao_eulerB,solucao_eu

155 global listaErroEulerA,listaErroEulerB,listaErroEulerC

156 listaErroEulerA = map(sub, solucao_analitical, solucao_euleri)
157 listaErroEulerB = map(sub, solucao_analiticaB, solucao_eulerB)
158 listaErroEulerC = map(sub, solucao_analiticaC, solucao_eulerC)
159

160 i=0

161 while i < len(listaErroEulerA):

162 if listaErroEulerA[i]<0:

163 listaErroEulerA[i]l=1istaErroEulerA[i]*(-1)

164 i+=1

165 i=0

166 while i < len(listaErroEulerB):

167 if listaErroEulerB[i]<0:

168 listaErroEulerB[i]l=1istaErroEulerB[i]*(-1)

169 i+=1

170 i=0

171 while i < len(listaErroEulerC):

172 if listaErroEulerC[i]<0:

173 listaErroEulerC[i]l=1istaErroEulerC[i]*(-1)

174 i+=1

175  # Fungdo que permite a criagdo de "ranges” com nimeros float e em intervalos
176  # predeterminados
177  def xfrange(inicio,fim,passo):

178 while inicio<=fim:
179 yield inicio
180 inicio+=passo
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181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197

199
200
201
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203
204

206
207
208
209
210
211
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213
214
215
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217
218
219
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221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238

240
241
242

# Constréi o eizo z do grdfico principal
def construir_x(inicio,fim,passo):
global listaXA,listaXB,listaXC
listaXA,listaXB,listaXC=[]1,[],[]
for i in xfrange(inicio,fim,passo):
listaXA.append(i)
for i in xfrange(inicio,fim,passo*0.1):
listaXB.append (i)
for i in xfrange(inicio,fim,passo*1.5):
listaXC.append (i)

def quit(widget):
sys.exit()

def erro(warn):
erroDialog.show()
errolLabel.set_text (warn)

def erro_hide(widget):
erroDialog.hide()

def atualizar(widget):
# Verificagcdo dos tipos dos inputs
global funcaoSTR, inicioFLOAT, fimFLOAT, passoFLOAT, yinicialFLOAT
try:
funcaoSTR=str(funcao.get_text())
try:
inicioFLOAT=float(inicio.get_text())
fimFLOAT=float (fim.get_text())

try:
passoFLOAT=float(passo.get_text())
try:
yinicialFLOAT=float(yinicial.get_text())
try:
atualizar_grafico_principal(widget)
except:
erro("Ha um erro na fungfo ou intervalo.")
raise

except ValueError:
erro("H& um erro no passo definido. (ValueError)")
raise
except ValueError:
erro("H4 um erro com o passo definido. (ValueError)")
raise
except ValueError:
erro("H4 um erro no intervalo definido. (ValueError)")
raise
except ValueError:
erro("Ha um erro com a fung8o definida. (ValueError)")
raise

def atualizar_grafico_principal(widget):
try:

if eulerCheckbox.get_active()==True:
euler(inicioFLOAT,yinicialFLOAT,funcaoSTR,fimFLOAT,passoFLOAT)

if kuttaCheckbox.get_active()==True:
kutta(inicioFLOAT,yinicialFLOAT,funcaoSTR,fimFLOAT,passoFLOAT)

if analiticoCheckbox.get_active()==True:
analitico(inicioFLOAT,solucaoAnaliticaSTR,fimFLOAT,passoFLOAT)

try:
if eulerCheckbox.get_active()==False:
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269

276
277
278
279

281
282
283
284
285
286

288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304

def

def

global listaYEulerA, listaYEulerB, listaYEulerC
listaYEulerA, listaYEulerB, listaYEulerC=[]1,[],[]
if kuttaCheckbox.get_active()==False:
global listaYKuttaA, listaYKuttaB, listaYKuttaC
listaYKuttaA,listaYKuttaB,listaYKuttaC=[],[],[]
if analiticoCheckbox.get_active()==False:
global listaYAnalitica
listaYAnalitica=[]
graficoPrincipal.remove(graficoPrincipal.get_child())
grafico_principal(inicioFLOAT,fimFLOAT,passoFLOAT,listaYEulerA,lista¥YKuttad, listaYAnalitical)
try:
try:
grafico2DErroXx.remove(grafico2DErroXx.get_child())
except:
pass
if eulerCheckbox.get_active()==True or kuttaCheckbox.get_active()==True:
graficos_erros(listaYEulerA,listaYEulerB,listaYEulerC,listaYKuttald,lista¥KuttaB,listaYKuttaC,

except:
erro("Ocorreu um erro ao plotar o grafico dos erros.")
raise
except:
erro("Ocorreu um erro ao plotar o grafico.")
raise
except:
erro("Ocorreu um erro ao executar os métodos nimericos.\nConfira seus dados.")
raise
if analiticoCheckbox.get_active()==True:
try:
analitico(inicioFLOAT,solucaoAnaliticaSTR,fimFLOAT,passoFLOAT)
except:
erro("N&o foi possivel fazer o calculo analitico.\nConfira sua solug&o.")
raise

grafico_principal(inicio,fim,passo,listaEuler=[],listaKutta=[],listaAnalitica=[],listaErroKutta=[],listaErroF
construir_x(inicio,fim,passo)

graficol=Figure(figsize=(8,6), dpi=72)

axisl=graficol.add_subplot(111)

axisl.grid(True)

axisl.set_xlabel("Eixo x")

axisl.set_ylabel("Eixo y")

if eulerCheckbox.get_active()==True:
axisl.plot(listaXA, listaEuler, label="Euler",color="b")
if kuttaCheckbox.get_active()==True:
axisl.plot(listaXA, listaKutta, label="RK-4",color="g")
if analiticoCheckbox.get_active()==True:
axisl.plot(listaXA, listaAnalitica, label="Analitica",color="r")

axisl.legend(loc=’best’)

canvasl=FigureCanvas(graficol)
canvasl.set_size_request(700,500)
graficoPrincipal.add_with_viewport(canvasl)
janelaPrincipal.show_all()

graficos_erros(listaEulerA=[],listaEulerB=[],listaEulerC=[],listaKuttaA=[],listaKuttaB=[],listaKuttaC=[],1list
if analiticoCheckbox.get_active()==True:

#GRAFICO 2 INFERIOR DIREITO

grafico2=Figure(figsize=(8,6), dpi=72)

axis2=grafico2.add_subplot(111)

axis2.grid(True)

axis2.set_xlabel("Variagdo de x")
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axis2.set_ylabel("Erro")

if kuttaCheckbox.get_active()==True:
kutta_error(listaAnalitical,listalnaliticaB,listaAnaliticaC,listaKuttald,listaKuttaB,listaKuttaC)

if eulerCheckbox.get_active()==True:
euler_error(listaAnaliticald,listaAnaliticaB,listalAnaliticaC,listaEulerA,listaEulerB,listaEulerC)

if kuttaCheckbox.get_active()==True:
labella="Erro de RK-4 (Passo: "+str(passoFLOAT)+")"
labellb="Erro de RK-4 (Passo: "+str(passoFLOAT*0.1)+")"
labellc="Erro de RK-4 (Passo: "+str(passoFLOAT*1.5)+")"
axis2.plot(listaXB, listaErroKuttaB, label=labellb,color="#B1FF79")
axis2.plot(listaXA, listaErroKuttad, label=labella,color="#67DA15")
axis2.plot(listaXC, listaErroKuttaC, label=labellc,color="#2C6703")
if eulerCheckbox.get_active()==True:
label2a="Erro de Euler (Passo: "+str(passoFLOAT)+")"
label2b="Erro de Euler (Passo: "+str(passoFLOAT*0.1)+")"
label2c="Erro de Euler (Passo: "+str(passoFLOAT*1.5)+")"
axis2.plot(listaXB, listaErroEulerB, label=label2b,color="#799CDC")
axis2.plot(listaXA, listaErroEulerA, label=label2a,color="#0649C5")
axis2.plot(listaXC, listaErroEulerC, label=label2c,color="#05235C")

axis2.legend(loc="best’)
canvas2=FigureCanvas(grafico2)
canvas2.set_size_request(500,500)
grafico2DErroXx.add_with_viewport(canvas2)

janelaPrincipal.show_all()

def analitico_dialog(widget):

try:

labelSolucaoAnalitica.set_text("Solugdo da E.D.0.\nPara y(" + str(float(inicio.get_text())) + ") = " + st
except:

labelSolucaoAnalitica.set_text("Solugdo da E.D.0.\nPara certo y(xo)")

raise

if(analiticoCheckbox.get_active()==True):
solucaoAnaliticaDialog.show()

def cancelar(widget):
solucaoAnaliticaDialog.hide()
analiticoCheckbox.set_active(False)

def add_solucao_analitica(widget):

global solucaoAnaliticaSTR

try:
solucaoAnaliticaSTR=str(solucaoAnaliticaEntrada.get_text())
solucaoAnaliticaDialog.hide()

except:
erro("Digite a solugio")
raise

def main():
builder=gtk.Builder()
builder.add_from_file("gui.glade")

#erroDialog

global erroDialog, errolLabel
erroDialog=builder.get_object("erroDialog")
erroLabel=builder.get_object("erroLabel")

#janelaPrincipal

global janelaPrincipal, funcao, inicio, fim, passo, yinicial
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janelaPrincipal=builder.get_object("janelaPrincipal™)
funcao=builder.get_object("funcaoEntrada")
inicio=builder.get_object("inicioEntrada')
fim=builder.get_object("fimEntrada")
passo=builder.get_object("passoEntrada")
yinicial=builder.get_object("yinicialEntrada")

#janelaPrincipal - Métodos

global analiticoCheckbox, eulerCheckbox, kuttaCheckbox
analiticoCheckbox=builder.get_object("analiticoCheckbox")
eulerCheckbox=builder.get_object("eulerCheckbox")
kuttaCheckbox=builder.get_object("kuttaCheckbox")

#janelaPrincipal - Grdaficos

global graficoPrincipal, grafico2DErroXx
graficoPrincipal=builder.get_object("graficoPrincipal)
grafico2DErroXx=builder.get_object("grafico2DErroXx")
#solucaodnalitica

global solucaoAnaliticaDialog, labelSolucaoAnalitica, solucaoAnaliticaEntrada
solucaoAnaliticaDialog=builder.get_object("solucaoAnalitica")
labelSolucaoAnalitica=builder.get_object("labelSolucaoAnalitica")
solucaoAnaliticaEntrada=builder.get_object("entradaSolucaoAnalitica")

# Conezdes dos botdes

dic={

"on_janelaPrincipal_destroy" : quit,
"on_okErroBotao_clicked" : erro_hide,
"on_botaoAtualizar_clicked" : atualizar,
"on_analiticoCheckbox_toggled" : analitico_dialog,
"on_botaoCancelar_clicked" : cancelar,
"on_botaoAddSolucao_clicked" : add_solucao_analitica,
}

builder.connect_signals(dic)
# Loop
grafico_principal(0,10,1)
janelaPrincipal.show_all()
gtk.main()

main()
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B. Calculo de 6rbitas

#!/usr/bin/env python

# -%- coding: utf-8 -+#-

from __future__ import print_function

from matplotlib.pyplot import * # Plotar os graficos
from math import * # Fungdo sqrt

import csv # Para andlise de dados

constanteG=6.67e-11
massa=1.98e30 # Massa do astro

veloci= 30.27+10%*3 # Velocidade em m/s do planeta
raio = 147.1%10%*9 # Distdncia em metros

tempo=(370%24%60%60) # Duragdo da integragéo em segundos
dt=1.0*5000 # Passo em segundos

print(sqrt(constanteG+massa/raio)) # Print do velocidade necessdria para formar uma orbitae circular perfeita

gm=constanteG+massa

def accelx(xx,xy,vx,vy,dt):
dsqg = xx*xx + xy*Xy # distdncia ao quadrado
dr = sqrt(dsq) # distdncia
return -gmkxx/dr¥*3

def accely(xx,xy,vx,vy,dt):
dsq = xx*xx + xy*xy # distdncia ao quadrado
dr = sqrt(dsq) # distdncia
return -gmkxy/dr¥*3

def rk4(xx, xy, vx, vy, ax, ay, dt):

xx1 = xx
vxl = vx
xyl = xy
vyl = vy

axl = ax(xxl,xyl,vxl,vyl1,0)
ayl = ay(xx1,xyl,vxl,vyl,0)

xx2 = xx + 0.b*vxl*dt
vx2 = vx + 0.b*axl*dt
xy2 = xy + 0.5*vyl*dt

vy2 = vy + 0.5*ayl*dt
ax2 = ax(xx2, xy2, vx2, vy2, dt/2.0)
ay2 = ay(xx2, xy2, vx2, vy2, dt/2.0)

xx3 = xx + 0.b*vx2*dt
vx3 = vx + 0.b*ax2*dt
xy3 = xy + 0.5%vy2*dt

vy3 = vy + 0.5*ay2*dt
ax3 = ax(xx3, xy3, vx3, vy3, dt/2.0)
ay3 = ay(xx3, xy3, vx3, vy3, dt/2.0)

xx4 = xx + 0.b*vx3*dt
vx4 = vx + 0.b*ax3*dt
xy4 = xy + 0.5*%vy3*dt
vy4 = vy + 0.5xay3x*dt
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ax4 = ax(xx4, xy4, vx4, vy4, dt)
ay4 = ay(xx4, xy4, vx4, vy4, dt)

xxf = xx + (dt/6.0)*(vxl + 2xvx2 + 2%vx3 + vx4)
xyf = xy + (dt/6.0)*(vyl + 2%vy2 + 2xvy3 + vy4)
vxf = vx + (dt/6.0)*(axl + 2*xax2 + 2*ax3 + ax4)
vyf = vy + (dt/6.0)*(ayl + 2%ay2 + 2xay3 + ay4)

return xxf, xyf, vxf, vyf

estado = raio, 0., 0., veloci # Posigcdo z, posicdo y, velocidade z, velocidade y
colidiu = False

# Cria o grdafico e adiciona o sol em (0, 0)
fig = figure()

ax = fig.add_subplot(111)

ax.grid()

ax.plot(0, 0, ’oy’, markersize=4)

estadolnicial = estado[0] # Posigdo X em o planeta comegou (periastro)
estadoApo = estado[0] # Usado para calcular o apoastro
estadoFinal = estado[0] # Inicia com um valor alto, usado para calcular o X quando Y esta prozimo de 0 (erro de |

# Roda por z tempo ou até chegar muito prézimo da estrela
while t < tempo and not colidiu:
t += dt
estado = rk4(estado[0], estado[1], estado[2], estado[3], accelx, accely, dt)
ax.plot(estado[0], estado[1], ’b.’, markersize=2)
if estadoApo < -1kestadol[0]: # IF para calcular o apoastro
estadoApo = -1l*estado[0]
if estado[1] < sqrt(estadoFinalx**2) and estado[0] > estadoInicial: # IF gque calcula o erro de fechamento
estadoFinal = estadol[1]
estadoFinalX = estado[0]
if sqrt(estado[0]*#*2+estado[1]#*%2) < 1le6:
print("0 planeta colidiu.")
colidiu=True

#Ezcentricidade é calculada por e = r_a-r_p/r_atr_p

excen=(estadoApo-estadolnicial)/(estadoApo+estadoInicial)
fecha=estadoFinalX-estadolnicial

print("Passo: ",dt,"Apoastro: ",estadoApo,"Periastro: ",estadoInicial,"Excentricidade: ", excen )
print("Erro de fechamento: ", fecha)

with open(’dados.csv’, ’ab’) as csvfile:
spamwriter = csv.writer(csvfile, delimiter=’,’,
quotechar=’|’, quoting=csv.QUOTE_MINIMAL)
spamwriter.writerow([dt, estadoInicial, estadoApo, excen, fecha])

fig.show()
rawv_input("...")
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C. Grapher

import csv
import matplotlib.pyplot as plt

with open(’dados.csv’) as f:
data=[tuple(line) for line in csv.reader(f)]

print data
print len(data)
print datal[7][0]

n=0

eixoy=[]

eixox=[]

while n < len(data):
eixoy.append(dataln] [0])
n+=1

n=0

while n < len(data):
eixox.append(dataln] [31)
n+=1

plt.plot(eixoy, eixox, ’b.?)

plt.show()
rawv_input(’...?%)
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