Lista 3 - Bases Matematicas

Inducgao

1 —

a) a soma dos n primeiros nimeros pares.

Calcule :

b) a soma dos n primeiros niimeros impares.

2 — Prove que para todo inteiro positivo n
vale:

A1) (n+1
RE IS - IFIDIE L n+6)(n+ ),

3 — Porque a seguinte demonstragao esté in-
corretas:

Teorema Todas as pessoas tém a mesma
cor dos olhos.

Demonstragao Faremos a demonstracao
por inducao: para isso demonstraremos a
afirmacao ” Todos os membros de qualquer
conjunto de pessoas tém a mesma cor dos
olhos ”.

Este afirmacao é claramente verdadeiro
para qualquer conjunto com apenas uma
pessoa.

Agora, suponha que temos um conjunto S
de pessoas, e que a hipdtese indutiva é ver-
dadeiro para todos os conjuntos com um
ndmero menor de elementos. Seja entao Sy
o conjunto formado removendo uma pes-
soa de S, e S, ser o conjunto formado pela
remogao de outra pessoa de S.

Por hipétese indutiva todos os membros
da S7 tem a mesma cor dos olhos, o que
também é verdadeiro para S;. Como S N
S, tem elementos de ambos os conjuntos,
logo todos os elementos de S possuem a
mesma cor dos olhos. B

4 — Demonstre que para todo inteiro positivo
n vale:

a) 13+23+"'+n3=(%n(n+]))
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5 — Dados a e r dois numeros
r # 1 A sequéncia a; = a,a =

_ 2 __ n—1 4 d inad
ra,a3 =1r°a, - ,0n, = 1" 'a,--- é denominada
progressao geométrica de razao r. Prove que
a soma dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica é:

inteiros,

™MMa—a
Sp=———
r—1

6 — Prove que 2n + 1 < 2" para todo n > 3.

7 — Seja x um inteiro positivo. Demonstre

que:

(T+x)" > 1+ nx, para todo n > 2.

8 — Prove que
1-2 2.3 nm+1) n+1
9 — Prove que para qualquer inteiro positivo

n o nimero 2** — 1 é divisivel por 3.

10 — Prove que um caixa eletronico pode en-
tregar ao usudrio qualquer valor maior ou igual a
R$4 usando apenas notas de dois e de cinco reais.

* 11 — Mostre que a soma dos angulos inter-
nos de um poligono convexo com n lados (n > 3)
é(m—2)m.

Exercicios Complementares

12 — Prove que

n

a) Y 28=2M1-2

k=1

i ; nn+1)2n+1)
b) Y K= z



o) i 1 on junto finito com n elementos possui 2™ subcon-
2i—12i+1) 2n+1 juntos.

n
» nn+1)(n+2)
d) ZJ()+]): 3 * 14 — Prove que para todo n > 9,

n! > (2n)?

e) > (2j—1=n?

- * 15 — Prove para todon > 1,
P
n
1 1
Z = <2——
. . i? n
13 — Use inducao para mostrar que um con- i=1



Respostas dos Exercicios

1 b.) Comecemos com verificar a condigdo PIF 1.
P(l) —"1 = 12;7

Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condicao
PIF 2, devemos tomar um ntmero natural positivo
qualquer k € N e mostrar que vale a implicagao
P(k) = P(k+1). Em outras palavras, devemos supor
que P(k) é verdadeira (hipétese indutiva) e mostrar
que P(k + 1) é verdadeira. Logo, a nossa hipétese
indutiva é

T4+34+5+--+(2k—1)=k?

Reescrevendo P(k+ 1) e usando a hipétese indutiva
temos :

143454 +2k—1)+2k+1)—1)

=k?+2k+1
=(k+1)?

Assim, verificamos que, se P(k) é verdadeira,
também o é P(k + 1). Donde, pelo PIF, concluimos
que P(n) é verdadeira para todo natural n > 1, ie.
para todo natural positivo.

2 Comecemos com verificar a condicao PIF 1.

— ((1+2:21+1_]/l (1)
“3=3" verdadeira (2)

Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a
condi¢ao PIF 2, devemos tomar um nimero nat-
ural positivo qualquer k € N e mostrar que vale a
implicagdo P(k) = P(k+1). Em outras palavras,
devemos supor que P(k) é verdadeira (hipdtese
indutiva) e mostrar que P(k + 1) é verdadeira.
Logo, a nossa hipdtese indutiva é

T4+24+22 428 4. g2 =2K1

Reescrevendo P(k + 1) e usando a hipdtese in-
dutiva:

1424224 g2k 20— gkl g okt
— 2(2k+1)_1
_ (2k+2)_1

Assim, verificamos que, se P(k) é verdadeira,
também o é P(k + 1). Donde, pelo PIF, con-
cluimos que P(n) é verdadeira para todo natural
n > 1, i.e. para todo natural positivo.

4 d.) Comecemos com verificar a condi¢ao PIF 1.

P(1) = “T+2=2""1-1"

P(1) = “3=3" verdadeira

Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condigao
PIF 2, devemos tomar um ntmero natural positivo
qualquer k € N e mostrar que vale a implicacao
P(k) = P(k+1). Em outras palavras, devemos supor
que P(k) é verdadeira (hipStese indutiva) e mostrar
que P(k 4+ 1) é verdadeira. Logo, a nossa hipétese
indutiva é

T4+2422 422 4. 42k =281 7

Usando a hipétese de inducao, queremos demon-
strar P(k + 1), reescrevendo P(k + 1) e usando a
hipétese indutiva temos:
T4+24+22 4224 42042841 = 2FFT 742K

= 202" -1
(2k+2) -1

7 Comecemos com verificar a condigao PIF 1.

P(2) =“(14+x)> > 1+2x"
P(2) =“T+2x+x*>1+2x"

como x > 0, P(2) é verdadeira

Logo, P(2) é verdadeira. Para verificar a
condicao PIF 2, devemos tomar um nimero nat-
ural positivo qualquer k € N e mostrar que vale a
implicacado P(k) = P(k+1). Em outras palavras,
devemos supor que P(k) é verdadeira (hipdtese
indutiva) e mostrar que P(k + 1) é verdadeira.
Logo, a nossa hipotese indutiva é

(14+x)%>1+kx

Usando a hipdtese de inducao, queremos
demonstrar P(k + 1), reescrevendo P(k+ 1) e us-
ando a hipdtese indutiva temos:

(14 x)* (14+x)((1+%))

> (T+x)(1+kx)
> 1+4kx+x+ kx?
> T+ (k+1)x
8 Comecemos com verificar a condicao PIF 1.
W1 1/ , .
P(1) = T5°7.2 logo P(1) é verdadeira

Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a
condicao PIF 2, devemos tomar um nimero nat-
ural positivo qualquer k € N e mostrar que vale a
implicacao P(k) = P(k+1). Em outras palavras,
devemos supor que P(k) é verdadeira (hipdtese



indutiva) e mostrar que P(k + 1) é verdadeira.
Logo, a nossa hipdtese indutiva é

1 1 1 k

T2 23T T Rk E ) Tkt

Usando a hipétese de inducao, queremos
demonstrar P(k + 1), reescrevendo P(k+ 1) e us-
ando a hipdtese indutiva temos:

1 1 1 1

T2 23 ) T+ 2)
Por hipétese de indugdo = k/k+1

ok 1 k4T

Tkl Tkt kt2

9 Queremos demonstrar que para todo n € Z7
existe m € Z* tal que

2" —1=3m
Comecemos com verificar a condigdo PIF 1.

P(1)=2*1-1=3-1

Vamos assumir que P(k) é verdadeira, i.e., ex-
iste m € Z* tal que

2% 1=3m
ou seja, vamos assumir que
2% =3m+1

Agora vamos demonstrar a implicacdo P(k) =
P(k + 1). Reescrevendo P(k + 1) e usando a
hipétese indutiva temos:

2Z2(k+1)—1 = 2%+2_1 (3)
= 4.22k—1 (4)

= 4.03m+1)—1 (5)

= 12m+4—1 (6)

3(4m+1) (7)

(8)

E logo 2%(k+ 1) — 1 ¢é divisivel por 3.



