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Lista 7 - Equação de Cauhy-Euler e Sistemas de Equações

Difereniais Lineares. Espaço de fase e Estabilidade.

1. Determine uma solução geral das seguintes equações difereniais

(a) x2y′′ + xy′ − y = 0 ,

(b) x2y′′ − 3xy′ + 3y = 0 ,

() x2y′′ + xy′ − 4y = 0 ,

(d) x2y′′ − xy′ + y = 0 ,

(e) x2y′′ − xy′ + 0, 75y = 0 ,

(f) xy′′ − 3y′ = 0 ,

(g) x2y′′ + 0, 25y = 0 ,

(h) xy′′ + y′ = 0 .

2. Dada a equação de Cauhy-Euler,

x2y′′ + axy′ + by = 0 , (a, b onstantes) (1)

reduza as equações abaixo à forma (1) e resolva:

(a) (x+ 1)2y′′ + 5(x+ 1)y′ + 3y = 0 ,

(b) (2x− 3)2y′′ + 7(2x− 3)y′ + 4y = 0 .

3. Resolva os seguintes problemas de valor iniial:

(a) x2y′′ + xy′ − 0, 25y = 0 , y(1) = 2 , y′(1) = 1 .
(b) x2y′′ − 3xy′ + 4y = 0 , y(1) = 1 , y′(1) = 1 .
() x2y′′ + xy′ − 2, 25y = 0 , y(1) = 2 , y′(1) = 0 .
(d) x2y′′ − 3xy′ + 3y = 0 , y(1) = 0 , y′(1) = −2 .

4. Mostre que, fazendo-se x = et (x > 0), a equação de Cauhy-Euler (1)

pode ser transformada na equação

ÿ + (a− 1)ẏ + by = 0 ,

ujos oe�ientes são onstantes.

5. Resolva os seguintes sistemas de equações difereniais:

(a)

{

ẋ = y
ẏ = x

(b)

{

ẋ = x+ y
ẏ = 4x+ y

()

{

ẋ+ ẏ = cos t
ẋ− ẏ = sen t

(d)

{

ẋ+ 4x+ 6y = 0
ẏ − y − x = 0
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(e)

{

ẍ = y + 1
ÿ = x+ t

(f)

{

ẋ− 2x+ 2ẏ = 2− 4e2t

2ẋ− 3x+ 3ẏ − y = 0

6. Enontre a solução que satisfaz as ondições dadas:

(a)







ẋ = 3x+ 4y
ẏ = 4x− 3y
x(0) = 1, y(0) = 3

(b)







ẋ = x+ 2y
ẏ = −8x+ 11y
x(0) = 1, y(0) = 1

()







ẋ− 2x− 3y = 2e2t

−x+ ẏ − 4y = 3e2t

x(0) = −2/3, y(0) = 1/3

(d)







ẋ = 5x+ 4y − 5t2 + 6t+ 25
ẏ = x+ 2y − t2 + 2t+ 4
x(0) = 0, y(0) = 0

7. No sistema de vibração aut�nomo ontrolado por ÿ+ y = 0, om y(0) = 0
e ẏ(0) = 1, uma solução geral é y = A cos t + Bsen t. Qual é o raio do

írulo orrespondente no espaço de fase?

8. Considere a osilação amorteida y(t) = e−t
sen t. Grafe alguns pontos da

urva orrespondente no espaço de fase para obter a impressão de que esta

deve ser uma espiral.

9. Resolva as equações abaixo e indique o tipo de urvas orrespondentes no

espaço de fase:

(a) 4ÿ + y = 0

(b) ÿ + ω2y = 0

() ÿ − y = 0

(d) ÿ − k2y = 0

10. Reduza as equações abaixo à primeira ordem, resolva e onstrua os grá�os

de algumas das urvas solução no espaço de fase:

(a) ÿ = ẏ

(b) ÿ + 3ẏ = 0

() yÿ + ẏ2 = 0

(d) ÿ + ẏ2 = 0

11. O movimento de um pêndulo não amorteido de omprimento ℓ é ontro-
lado pela equação não-linear

θ̈ +
g

ℓ
sen θ = 0 ,

onde g é a aeleração da gravidade na superfíie da Terra. Construa o

grá�o do espaço de fase, supondo ℓ = 2 m e a urva orrespondente à

solução θ(t) para a qual θ(0) = 0 e θ̇(0) = 1 m/s.

12. Uma solução geral do sistema ẋ = x, ẏ = y é x = Aet, y = Bet. Mostre

que para ada esolha de A e B se obtém um raio dirigido a partir da

origem (de modo que este ponto rítio é instável).
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13. Resolva o sistema ẋ = −x, ẏ = −y e veri�que que (0,0) é um nó próprio

estável.

14. Resolva o sistema ẋ = x, ẏ = 2y e veri�que que (0,0) é um nó impróprio

instável. Que urvas representam as trajetórias no espaço de fase? Quais

são as direções para as quais tendem as trajetórias na origem?

15. Resolva o sistema ẋ = −x, ẏ = −2y e veri�que que (0,0) é um nó impróprio

atrativo e estável. Que urvas representam as trajetórias no espaço de

fase?

16. No sistema do item aima, t representa o tempo. Introduza τ = −t
omo uma nova variável independente, resolva e ompare om a solução

do sistema dois ítens aima. O que signi�a esta transformação em termos

da meânia?

17. Mostre que uma solução do sistem ẋ = x, ẏ = x+ y é dada por x = Aet,
y = (At+B)et e estude os seus pontos rítios.

18. Resolva o sistem ẋ = −x, ẏ = x− y e estude os seus pontos rítios.

19. Resolva o sistema ẋ = x, ẏ = −y e mostre que as trajetórias urvas no

espaço de fase representam ramos de hipérboles.

20. Resolva o sistema ẋ = y, ẏ = −x e veri�que a solução possui um entro

na origem.

21. Mostre que, a partir do sistema de primeira ordem

{

ẋ = ax+ by
ẏ = cx+ d

onde ad−bc 6= 0podemos obter uma equação diferenial de segunda ordem

da forma ẍ− (a+ d)ẋ+ (ad− bc)x = 0.

22. Exeríios dos Capítulos 8 (menos a parte de transformada de Laplae) e

10 do Zill & Cullen e dos Capítulos 7 e 9 do Boye & DiPrima. (Resolver

os sistemas pelo método da substituição!)
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