Sequéncias e Séries

Prof.? Cecilia Chirenti

Lista 7 - Solu¢oes de EDOs por séries de poténcias

. Resolva cada equacao diferencial usando os métodos vistos no curso de IEDO e entao
compare os resultados com as solugoes obtidas através de séries de poténcias y =

(o]
E cpx”
n=0

(a) ¥ +y=0 (c) " —y=0
(b) ¥ + 2%y =0 (d) 2y"+y=0

. Para cada equagao diferencial, encontre duas solugbes em série de poténcias linear-
mente independentes em torno do ponto ordinario z = 0.

(a) y" =y (d) ' =2y —(z+2)y=0
(b) '+ 2% +2y=0 (e) xy” + (senz)y’ =0
(¢) (> +2)y" +3zy —y=0 ) ¥y +ey —y=0

. Use o método de série de poténcias para resolver a equagao diferencial dada sujeita as
condigoes iniciais indicadas:

(@) (=1)y" -2y +y=0,y(0)=-2,y'(0) =6

(b) (&2 + 1)y + 229/ =0, y(0) =0, y/(0) = 1

. Use o método de série de poténcias para resolver a equacao nao-homogénea.
(a) y" —zy =1 (b) ¥ —day’ —dy =e”

. A equagao diferencial y” — 2zy + 2ny = 0 ¢ conhecida como equagdo de Hermite.
Quando n > 0 é um inteiro, a equacao de Hermite apresenta uma solu¢ao polinomial.
Os polindémios de Hermite sao importantes no estudo da mecéanica quéntica. Obtenha
as solugoes polinomiais correspondentes an=1en = 2.

. Determine os pontos singulares de cada equagao diferencial. Classifique cada ponto
singular como regular ou irregular.

(a) 2°y" +42%y +3y =0 (¢) (@*+2—6)y"+(z+3)y'+(z—2)y =0
() v~y + 5% =0 (d) 2(a®+1)%" +y =0
. Nos problemas abaixo, mostre que as raizes indiciais nao diferem por um inteiro. Use

o método de Frobenius para obter duas solugoes seriais linearmente independentes em
torno do ponto singular regular zy = 0.



(a) 22y”" + 5y +xzy =0 (b) 22%¢y" —x(x — 1)y —y =0

8. Nos problemas abaixo, mostre que as raizes indiciais diferem por um inteiro. Use o
método de Frobenius para obter duas solucoes seriais linearmente independentes em
torno do ponto singular regular 2o = 0. Encontre a solugdo geral em (0, 00).

(a) z(z—1)y" +3y —2y =0 (b) zy” —y +a®y=0

9. Resolva a equacdo de Cauchy-Euler z2y"” = 3zy’ — 8y = 0 pelo método de Frobenius.

10. No estudo avangado de equagOes diferenciais é importante examinar a natureza de
um ponto singular no infinito. Dizemos que uma equagao diferencial possui um ponto
singular no infinito se, depois de fazermos a substitui¢do z = 1/, a equagado resultante
tiver uma singularidade em z = 0.

(a) Mostre que a equacdo diferencial 223" —4y = 0 tem uma singularidade no infinito.

(b) Classifique o ponto singular no infinito como regular ou irregular.

11. Em diversos problemas de fisica-matemaética é necessario estudar a equagao diferencial
(1 -2y + Iy —(1+a+paly —afy =0,
onde «, 3,7 sao constantes. Essa equagao é conhecida como equag¢ao hipergeométrica.
(a) Mostre que = 0 é um ponto singular regular, e que as raizes da equagao indicial
sao el —~.
(b) Mostre que x = 1 é um ponto singular regular, e que as raizes da equagéo indicial
sao 0 ey—a— 0.
(¢) Supondo que 1—+ nédo é um inteiro positivo, mostre que uma solucao da equagao
hipergeométrica em uma vizinhanga de z =0 é

af ala+1)B(B+1) ,
st TG T

Qual o valor que vocé esperaria para o raio de convergéncia desta série?

yi(z) =1+

(d) Supondo que a—~ néo é inteiro, mostre que uma segunda solugdo para 0 < x < 1
é
(@a=7+D)B-7+1) (a—7+D@—7y+2)(B-v+1B-7+2) ,

ya(z) =27 |1+ + 24

(2-y1 (2=7)(3—7)2!

(e) Mostre que o ponto no infinito é um ponto singular regular e que as raizes da
equacao indicial sdo «a e .

12. Mostre que a equagao de Bessel de ordem 1/2

1
x2y”+xy’+( 2—4>y:07 x>0
pode ser reduzida & equacao v” + v = 0 pela mudanga da variavel dependente y =
2~ Y2p(z). Conclua disse que y;(z) = 27/?cosx e yo(x) = 2~ /?senz sdo solugdes
da equacdo de Bessel de ordem 1/2.



