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Resumo

Os buracos de minhoca (wormholes) e a dobra espacial (warp drive) sdo duas
especulacdes fisicas que podem permitir, em futuro distante, viagens com velocidades muito
superiores as possiveis hoje. Ambas as teorias foram desenvolvidas ap6s a Relatividade Geral
de Einstein e seguem seu principio. No entanto, o desenvolvimento dessas tecnologias ainda
possuem impedimentos fisicos, sendo possivel apenas através de simula¢Bes matematicas. O
estudo e a visualizagdo de ambas teorias podem proporcionar grandes desenvolvimentos
tecnoldgicos assim como nortear qual método pode representar a melhor maneira de driblar a

velocidade da a luz

Palavras Chaves: Astrofisica, Relatividade, Transporte, Velocidade.



Abstract

Wormbholes and warp are two physical speculations that can enable in the distant
future, travel at speeds much higher than possible today. Both theories were developed after
Einstein's General Relativity and follow its principle. However, the development of these
technologies still have physical impairments, being possible only through mathematical
simulations. The study and visualization of both theories can provide major technological
developments as well as guide which method may represent the best way to circumvent the

speed of light.

Key words: Astrophysics, Relativity, Transportation, Speed.
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1. Introducdo

A teoria da Relatividade Geral proposta por Einstein em 1915 é a melhor forma de
descrever o0 universo em grandes escalas. Desde que foi proposta o entendimento do universo
foi ampliado e suas equacdes revelaram fendmenos nunca antes imaginados.

A velocidade da luz tem um papel fundamental desde a teoria da Relatividade
Restrita. Segundo Einstein sua velocidade seria 0 maximo absoluto permitido pelo universo, e
teria 0 mesmo valor em qualquer referencial. Essa afirmacédo foi crucial para a revolugdo no
entendimento de tempo que temos hoje, de algo que se pode variar, assim como 0 espago e
criando o espago-tempo.

Contudo, mesmo a velocidade da luz sendo extremamente rapida para 0S n0ssos
padrdes diarios, ela ndo é suficiente para se locomover “rapidamente” pelo universo.
Distancia astrofisica citam frequentemente dezenas, milhares e milhdes de anos luz de
distancia o que seria impossivel viajar pelo universo.

Assim, novos modelos de transporte pelo universo foram propostos com a
intencdo de driblar a limitacdo da velocidade da luz imposta. Os modelos citados envolvem
solucBes exdticas como o wormhole e o warp drive. Embora sua aplicacdo ndo seja Gtil em
um futuro préximo o estudo de tais solugdes pode ser um fator de extrema importancia para
um desenvolvimento em longo prazo.

Wormholes sdo objetos de estudo matematicos relativisticos precedentes dos
buracos negros. Apds apenas um ano da formulacdo das equagdes de campo de Einstein,
Ludwig Flamm reorganizou a solucdo de Schwarzschild representando um wormhole. Outros
buracos de Schwarzchild foram estudados por Einstein e Nathan Rosen nos anos de 1930 e
por John Wheeler nos anos de 1950.1

No entanto os wormholes de Schwarzchild apresentam caracteristicas que
descartam a possibilidade de viagens interestrelares, como:

(1) As Forcas de Maré na garganta do wormhole de Schwarzschild sdo de mesma
magnitude do interior de um buraco negro. O que faria que qualquer viajante morresse
ao tentar atravessa-lo.

(2) Um wormhole de Schwarzchild seria dindmico e ndo estatico. O que faria com que sua

garganta abrisse e fechasse em curtos intervalos de tempos que nem mesmo na
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velocidade da luz alguém seria capaz de atravessa-lo sem escapar da gravidade de
mareé.
(3) O wormhole de Schwarzchild seria muito instavel.

O wormhole proposto por Morris e Thorne representa uma curvatura no espacgo-
tempo de acordo com as equagdes de Einstein. Na “garganta” de um wormhole deve haver um
material que exerca uma tensdo radial to de grande magnitude. No entanto essa tensdo deve
exceder o limite usual de densidade de massa-energia da matéria comum, pocz.[l] Esse efeito
viola as condicBes de energia conhecida, denominando-se exética a matéria cujo seja
necessaria para sua criacdo. Nos dias atuais nao é possivel afirmar com certeza a existéncia
desse material, contudo a teoria quéntica apresenta resultados que dizem que tal material pode
ser, de fato, possivel. M No trabalho, no entanto, ndo sera discutida a natureza quantica da

matéria.

2. Objetivo

O objetivo final do projeto ¢ analisar a solu¢des do wormhole de Morris-Thorne e
o warp drive de Miguel de Alcubierre e por meio das analises utilizadas sugerir qual a melhor

opcao de se conseguir viagens mais rapidas do que a velocidade da luz.

3. Metodologia

O wormhole transitavel foi proposto por Michael S. Morris e Kip S. Thorne em
1988. Para sua construcdo partimos de condi¢cdes necessarias e superando as limitacOes
ocorrentes nos wormholes de Schwarzchild, sendo as:
(1) Possuir uma métrica com simetria esférica e estatica, para simplificacdo dos célculos;
(2) A solucdo deve obedecer as equacOes de campo de Einstein;
(3) A garganta da solucdo do wormhole deve conectar duas regifes assintoticamente do
espaco-tempo plano;

(4) Né&o deve haver nenhum horizonte de eventos;



(5) As forcas de maré devem ser suficientemente pequenas para que um viajante possa
atravessa-lo e sobreviver;

(6) Um viajante deve ser capaz de atravessar o wormhole e voltar em um intervalo de
tempo suficiente para que possa realizar contato com o observador que ficou parado
do lado de fora do wormhole;

(7) A solucdo deve ser estavel, ao menos para a passagem de uma espagonave;

(8) Possibilidade de montar um wormhole, por exemplo: exigir menos matéria do que
disponivel em todo universo ou energia;

(9) A mateéria do campo gerado pela curvatura do espaco-tempo do wormhole deve ser
fisicamente relacionada ao tensor de energia-momento.

Em posse dos requerimentos, podemos construir a seguinte métrica:

dr?
ds? = —e?®c%dt? + —+ r2(d6? + sen?0dp?). (1)
1 - =
r

Onde, ®=d(r)é a funcdo de redshift e b = b(r) ¢ a “forma da fun¢@o” (shape
function), sendo ambas duas fun¢des arbitrarias dependente apenas do raio, e ¢ a velocidade
da luz.

Sendo essa a métrica geral para um wormhole. Para seu estudo é necessario 0
conhecimentos dos simbolos de Christoffel e do tensor de curvatura de Riemann, sendo

ambos definidos respectivamente como:

1
gy = 59 “A(Gypat Gayp + 9py.2); (2)

(3)

a _ a a arl arl
Rgys = Tpsy — Tgys + Dyl — Taslgy-

09ap
axy '

Onde gup, =

De posse de tais defini¢cdes, podemos encontrar o tensor de Ricci e 0 escalar de
curvatura através do tensor de Riemann, realizando contracfes. J& o tensor de Einstein pode

ser obtido através da seguinte formula:



1 (4)
G#v = R,uv - ERng.

O Ry, é o tensor de Ricci, R o escalar de curvatura e g,, o coeficiente métrico
covariante. Também serd usada uma base de vetores ortonormal do préprio sistema

referencial.

4. Desenvolvimento e Resultados

4.1 Solucéo Especifica do Wormhole

Como pode ser notada na equacdo (1), a métrica geral do wormhole de Morris-
Thorne possui a liberdade de varias solu¢des que a satisfaca, dependendo da funcdo de forma
e da funcdo de redshift. Alterando os valores de suas componentes, podemos encontrar
solucdes que minimize os efeitos da matéria exotica, anule as forcas de maré entre
alternativas. Para o estudo de um wormhole a solugdo mais simples para se trabalhar é dada

pela métrica:
ds? = —c?dt? + dI? + (b} + 1*)(d6? + sen®8dp?). (6.1)

Onde | € a posicdo no referencial proprio do viajante, limitada em: -oo<l<co, 6 e ¢ a posigao
em relacdo ao eixo em coordenadas esféricas limitado em: 0<6<m e 0<e<2m e by uma
constante arbitréria positiva (diferente de zero) que definird o raio da garganta do wormhole
como seré mostrado adiante.

A visualizacdo do espaco representado é complicada por se tratar de um diagrama
de quatro dimens@es, no entanto pode-se construir um diagrama imerso no plano equatorial
em determinado tempo fixo “t”, para isso igualamos 6=n/2; valido lembrar que devido a
propriedade (1), da métrica do wormhole, a métrica possui simetria esférica e ndo ha perda de
generalidade ao definirmos um valor de 0. Assim podemos reescrever a métrica COmM €ssas

propriedades em funcdo de um referencial de um observador parado, substituindo: 12= r2-b,2.



(5.2)

Podemos relacionar a métrica encontrada com a métrica euclidiana em

coordenadas cilindricas, encontrando a relacéo:

dr? (6)
ds* = 2t r’de? = dz* + dr* + r*de>.
=0
T'2
Assim conseguimos construir uma dimensdo auxiliar “z” que nos ajudar a
visualizar a métrica. Organizando a equacao encontramos a seguinte relacdo para z:
(7.1)
dz
dr

A solucdo da equacédo diferencial nos da o eixo z dependente de r, e seguindo a

parametrizacdo usada na referéncia [2], encontramos:
(7.2)

= arccos ;)
= T arccos bo.

Assim o diagrama do wormhole imerso no espaco euclidiano com coordenadas

cilindricas é representado pela seguinte imagem:

-10-
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Figura 1. Diagrama de um wormhole transitavel, imerso no espago euclidiano com coordenadas
cilindricas, com valor de b, = 10.

A figura 1 construida no Mathematica mostra uma representacdo de um wormhole

especificado pela métrica (5), ajudando a interpretar o espaco-tempo e a curvatura estudados.

4.2 Matéria Exotica

A matéria exdtica aparece espontaneamente nas equacdes de campo de Einstein ao
utilizarmos a solucdo geral de um wormhole. Através das equacdes citadas na secdo de
metodologia conseguimos encontrar os tensores de Einstein que séo dependentes da fungéo de

forma, da funcéo de redshift e do raio. Sendo, no caso geral igual a:

b’ 8a
Gy = r_z; (8a)
b\ 4 (8b)
(D
Trr r3 r ) (8C)
Goo =G (1 ) o= TP @y T b oh
96 = Yoo 2r(r —b) 2r2(r—»n) /)



Segue das equacdes de Einstein que:

87G ©)
Gab =2 lap-

C4
Onde G € a constante gravitacional de Newton, e Ty, 0 tensor energia-momento.
Usando a mesma base vetorial por um observador parado, podemos dizer que a

matriz correspondente ao tensor energia-momento é dada por:

p(r)cz 0 0 0 (10)
o —t(r) 0 O
0 0 p(m O
0 0 0 p®

Onde p(r) ¢ a densidade total de masa-energia, T € a tensdo por unidade de 4area medida em
direcdo radial e p(r) é a pressdo medida nas direcOes laterais (ortogonais a radial).

Desse modo, apds algumas manipulacbes matematicas, é possivel isolar as
componentes do tensor energia-momento em relacdo as funcGes da métrica. Sendo cada

componente dada por:

__ b (11a)
p 8nGc~2r2’

b 26— by (110)

8nGc*rz '’ (11c)

p= (g) ((pc? =)@’ —1') — 1.

Na garganta do wormhole temos, r=b=b,, onde p ¢ p dependem da fungdo de
forma, enquanto T depende apenas de b,. Consequentemente é possivel obter o valor da tensao

na garganta em funcao de by:

(12)

10
7= (8nGc™*hE) ™t = 5x104°( m) N/m?2.
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Para analisar as tens0es na garganta e em sua vizinhanga, definimos a seguinte
funcdo sem dimensdo, no lado direito temos a mesma funcéao substituida pelas equacdes (11a)

e (11b) da métrica geral do wormhole!®!:

(13)
T_pcz _g—b, —Z(T—b)cbl

lpc?l b’

(=

Conseguimos relacionar a fungédo definida (13) com a funcéo de superficie imersa
(7.1) na forma genérica, a segunda derivada do inverso da funcdo (7.1), pelo diagrama, deve
satisfazer a igualdade d2r/dzz>0, na garganta e na regido proxima. Assim relacionando a
segunda derivada e lembrando que a fun¢do @ ¢ b sdo limitadas devido a auséncia de
horizontes na garganta, encontramos que { >0, para r=b=b,.

No entanto para a condigéo ser respeitada, precisamos ter um to>poC2 O que faz
com que um viajante que passe pela garganta em velocidade proxima a da luz, veja uma
matéria com densidade de massa-energia negativa. O que viola as condi¢des de energia
conhecidas . A densidade de energia negativa surge da equagdo seguinte.

(14)
pc? = y*(poc? — 19) + 1o.

Onde y>>1 e p, ¢ a densidade de energia na garganta vista pelo viajante proximo e 1o a tenséo

no mesmo ponto. Assim ¢ facil notar que satisfazendo todas as condi¢des teremos pc><0.

4.3 Geodésicas

As geodésicas sdo trajetoria de particulas em queda livre que representam o menor
caminho entre dois pontos. Podemos visualizar o comportamento de algo passando pelo
wormhole atraves de seu estudo. No entanto, quando usamos particulas nos referimos a
geodésicas do tipo tempo (timelike), para visualizagdo iremos usar geodésicas formadas por
raios de luz (null), pois a distancia ao longo de um raio de luz no espaco-tempo é zero®,
facilitando um pouco os célculos. Em geral as geodésicas sdo calculadas numericamente, no
entanto a metrica simplificada do wormhole (5.1) apresenta uma solucdo analitica quando
utilizamos um tempo constante ¢ um valor fixo de 6%, que no caso serd: 6=n/2. As geodésicas

que nos interessa sdo as arbitrarias, no qual encontramos a relagdo ¢(r) ou (o).
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Podemos chegar as equacdes de geodésica através do formalismo de Lagrange. A

Lagrangeana pode ser definida como:

(15)
L = g,,x#x".
Por se tratar de geodésicas do tipo luz, temos L=0. Segue da equacdo de Euler-Lagrange:
d ( oL ) oL (16)
dA\oxt) oxk

Ao solucionarmos a equacdo (16) definimos duas novas constantes de
movimentos, para simplificarmos a expressdo, portanto temos: k = c*t e h = (bZ + 1?)¢.

Substituindo as constantes definidas na equacao (15) obtemos:

k? h? (17)
Tz B+

l'2

Para calcularmos as geodésicas arbitrarias iremos considerar o movimento orbital
[=l(p). Para isso precisamos da relacdo de d//dp. Em termos da equacéo (17) conseguimos a

expressao:

(18)

2
dINE 2 <k—2> (bE + 12)?
(—) =— == — (b3 +12)
do e h? '

Podemos substituir | por r, para simplificarmos a equacdo definimos uma nova

constante a, e deixamos r em funcdo de uma nova variavel p:

__bok by (19a,b)
a=—,r=—.
ch ap

(20)
-14 -



(j—(’;) = (1-a?p))(1 - p?).

A equacdo (20) nos d& a Orbita da geodésica. Para sua solucdo, primeiro iremos
reescrever as constantes k e h em funcdo das condicdes iniciais. As condic@es iniciais sdo
dadas pela posicéo inicial (t, I;, ¢;) e pela direcdo y em relacdo ao referencial local. Assim
relacionando os termos com as coordenadas curvilineas e com a variagdo do deslocamento

temos:
(21)

t

¢ . y cseng
y =y e, + ccosge; + csinée, = ?at + ccos€ d) +

b3+ 12

0o =10 +10,+ .

e
A

R

I,‘>0 el

wormhole

Figura 2. Direcao inicial y em relacao ao referencial local.
Sem perda de generalidade temos />0 e 0<{<m.

Assim conseguimos o0s novos valores de k e h em funcdes das condicdes iniciais, sendo k=+c?
e h=c(bo2+12)**sent.

O angulo & é importante na solucdo da equacdo (20), pois podemos relaciona-lo
com o potencial efetivo e determinar um angulo critico no qual a geodésica se conduz
assintoticamente pela garganta, assim determinamos o valor de a (que agora pode também ser
reescrito em fungdo de &, assim como p) de acordo com a condigdo inicial & dada. Mais

detalhes podem ser visto na referéncia [6]. O angulo critico é dado pela equacgao:

(22)
by

/b§+li2

éorit = arcsen

-15-



Assim temos as seguintes condigdes para a solucdo da equacgéo (20):

(23)

= 1Lparaé = &t

{< 1,para fcrit < f <m— fcrit
a= .
> 1,paraé < éqpoué >m—Eqit

Para o primeiro caso, temos que a solucao da equacéo (20) resultada na integral:

(24)

I dp
v ifpi Ja-ap)Hd -pD)

Onde o lado direito é dado pela integral eliptica da funcdo F. Assim podemos
definir:

(25)
@ = +[F(p,a) — F(sené, a)].

O inverso da funcdo da integral eliptica da funcdo F é chamada de funcdo de
Jacobi sn. O inverso de (25) é:

(26)
l—sn(q), a)cosé |1 — b? + senécn(p, a)dn(e, a)
p= [1—bZsn?(¢p,a)]
Onde b; = B
b(2)+li2
Reorganizando a equacédo (19b) temos que:
(27)

] 1
l(p) = sign(l;)b, ’az_pz - 1.

Onde sign representa o sinal de |; necessario, pois a geodésica se encontra no universo em que
comega (inferior ou superior (figura 1)), pois para a<l a geodésica ndo atravessa a garganta.

Dessa forma, conseguimos a relacéo final de »=r(p) em funcéo das fungdes apresentadas.
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Para visualizar o comportamento dessa geodésica iremos definir os valores de

algumas constantes e plotar os graficos utilizando o Mathematica, a representacdo na

superficie imersa sera feita utilizando o aplicativo do WolframAlpha, disponivel na referéncia
[7]:

Exemplo 1:

E=16°, b,=2, r;=8, a=0,907, b;=0,25.

\\!& /“ ///

sh

Figura 3a. Geodésica do tipo a<1, \
0<ep=5°.

Figura 3b. Familia de Geodésicas do
tipo a<1, 0<p<360°.

i = 144775°
buax = 248.758°

Figura 3c. Representacdo da
geodésica na superficie imersa.
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Em segundo caso iremos tratar da solu¢do quando a>1, nesse caso a geodésica
deve atravessar a garganta ou recuar para o infinito. Em ambos os casos iremos usar a funcéo

inversa de a, a=1/a.

(28)
0 _ . f pla dp
« " pisaJ(1-a?p?)(A-p?)
De maneira similar, encontramos o valor de p dado por:
(29)
l—sn(afp, a)cosé |1 — b? + bycn(ap, a)dn(ap, a)
p= a[1 — sen*ésn?(ag, a)]
Chegando na relacéo final:
(30)
. . 1
l(p) = Slgn((.ogarganta — @)sign(l;) by az—pz — 1.
Pgarganta = aK(a) — aF (b;, a). (31)
(32)

z d
2 )
K(a) = f .
0 V1— a?senw

OBS: Para a produzirmos o grafico de uma geodésica do tipo a>1. Para esse exemplo foi
alterado o codigo disponivel no site do WolframAlpha para se obter o valor mais rapidamente
sem necessidade de seu célculo. E valido lembrar que devemos usar apenas valores reais de |,

ao mudarmos as coordenadas para r, para que os graficos possam ser corretos.
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Exemplo 2:

=0,69.

0,25, a

43, b=

1

a=

=8,

10°, bo=2, r;

E_,:

Figura 4a. Geodésica do tipo a>1, 0<p<4°.
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Figura 4b. Familia de Geodésicas do tipo

a>1, 0<p<360°.
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Figura 4c. Representa¢do da geodésica

na superficie imersa.
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Em dltimo caso, temos a=1. Isso implica que devemos usar exatamente o angulo

critico definido anteriormente. A solucdo da equacao (20) se resume a:

(33)

1 [ D@£1)

@ ==In .
2 (DD
Consequentemente Segue.
(34)
_ tsenhgcoshop(1 —b) + b;

p= cosh?@ — b?senh?¢

(35)
1

Exemplo 3:

§=14,4775°, b0:2, ri=8, a=1, bi:0,25.

Figura 5a. Geodésica do tipo a=1,
0<p=3.
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~
/

Figura 5b. Geodésica do tipo a=1,
0<p<360°.

Figura 5c. Representa¢do da geodésica na
superficie imersa.
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5. Conclusao

A métrica do wormhole é uma das alternativas para se viajar mais rapido do que a
velocidade da luz, através do seu estudo foi possivel compreender o formato de seu espaco-
tempo e a trajetdria de algo se movendo nele. No entanto para sua construcdo € necessaria
uma grande tensdo que deve ser produzida por uma matéria que viola as condi¢Ges de energia
conhecidas e denominamos exdtica. No relatério final espera-se comparar 0s resultados
apresentados com o da métrica de warp drive e assim dizer qual a vantagem de desvantagem
de cada uma delas, e concluir através do que foi analisado qual representa a melhor

possibilidade.

6. Cronograma

01/08/2013 a 30/09/2013 Reviséo da literatura de wormholes e estudo da métrica de Morris-
Thorne.

01/10/2013 a 30/11/2013 Trajetdrias na métrica de Morris-Thorne, aparéncia visual do
wormhole.

01/12/2013 a 28/02/2014 Visualizacdo computacional dos resultados obtidos. Elaboracao do
relatorio parcial.

01/03/2014 a 31/03/2013 Estudo da métrica de Alcubierre para warp drive.

01/04/2013 a 31/05/2013 Visualizacdo computacional do espago-tempo.

01/06/2014 a 31/07/2014 Comparacéo entre as duas possibilidades estudadas para se viajar
mais rapido do que a luz. Elaborac¢éo do relatdrio final.
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