Fundacao Universidade Federal do ABC

Modelos de discos de acrecao ao
redor de buracos negros

Caio Almeida Alves de Souza
Orientador: Prof? Dr? Cecilia B. M. H. Chirenti

Centro de Matematica, Computacao e Cognigao (CMCC)

Santo André, 2017



Fundacao Universidade Federal do ABC

Modelos de discos de acrecao ao
redor de buracos negros

Relatorio parcial de iniciacao em desenvolvimento
tecnologico e inovagao com as informacoes do andamento
do projeto, como parte dos requisitos das atividades do
bolsista, realizado com auxilio de bolsa PIBITI (CNPq).

Bolsista: Caio Almeida Alves de Souza
Orientador: Prof? Dr? Cecilia B. M. H. Chirenti
Centro de Matematica, Computacao e Cogni¢ao (CMCC)

Santo André, 2017



Resumo

O projeto vem sendo desenvolvido com a orientagao da Prof.® Dr.? Cecilia Bertoni Martha Hadler Chirenti
e fomentado pelo CNPq, na modalidade PIBITI.

O objetivo principal, proposto como resultado final da pesquisa, é o estudo do modelo geometricamente fino
dos discos de acrecao no contexto da relatividade geral. Neste relatorio parcial, introduzimos o pano de fundo
acerca do processo de acrecao e da formagcao destas estruturas astrofisicas, construindo um primeiro modelo para
o disco, utilizando apenas mecanica newtoniana. Também apresentamos a formulacao lagrangiana da mecéanica,
utilizada para investigar a gravitagdo universal com maior rigor analitico e, por fim, desenvolver as leis de
Kepler. Ademais, exibimos os fundamentos teéricos estudados nos ultimos meses, 0os quais serdo necessarios
para a continuidade do projeto; e.g., relatividade geral.

Palavras-chave: buracos negros, discos de acregao, gravitacao, mecdnica cldssica, relatividade geral

Abstract

The project has been developed with the guidance of Prof2. Dr2. Cecilia Bertoni Martha Hadler Chirenti
and promoted by CNPq, in the PIBITI modality.

The main objective, proposed as the research final result, is the study of the thin accretion disk model in the
general relativity context. In this partial report, we introduce the background ideas about accretion processes
and the formation of such astrophysical structures, building a first model for the disk, using Newtonian mechanics
only. We also presente the Lagrangian formulation of mechanics, used to investigate the universal gravitation
with greater analytical rigor and, lastly, to derivate the Kepler’s laws. Furthermore, we exibit theoretical
fundamentals that have been studied during the past months, which are necessary to continue the project; e.g.,
general relativity.

Keywords: black holes, accretion disks, gravitation, classical mechanics, general relativity
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1 Metodologia e Contetiddo Teérico

1.1 O fenémeno de acregao é viavel?

Quando as primeiras ideias acerca do fendomeno de acrecdo foram apresentadas & comunidade cientifica por
volta do século XVIII, houve muitas discussoes acerca da viabilidade deste processo astrofisico, uma vez que
certas equagoes utilizadas no contexto da Fisica possuem solugoes matematicas, porém estas podem vir a nao
representar algum aspecto da realidade. Os estudos quantitativos de grande prestigio para a teoria de acregao
se perpetuaram no século XX, com embasamento tedrico forte e um conjunto de evidéncias observacionais [4].
Sendo assim, nada mais justo que iniciarmos o projeto verificando de maneira simples, porém seguramente
fundamentada, a viabilidade do fendmeno de acrecao.

Imaginemos duas particulas, mi; e ms, que orbitam circularmente um corpo central de massa M, tal que
M > mgq, mo. As particulas se encontram, inicialmente, a uma distancia r» do corpo. Devido a algum tipo
de interacdo entre elas, e.g. a existéncia de estresse viscoso, as particulas dirigem-se para orbitas distintas. A
particula m; passa a realizar uma érbita circular de raio r1, onde r; < r, enquanto que a particula mo descreve
uma outra, de raio ro, onde ro > r.

Uma maneira simples de verificar se o processo descrito acima é vidvel consiste em verificar a diferenca na
energia do sistema entre os estados inicial e final. Se a variagao de energia for positiva, significa que é necessario
inserir energia ao sistema para que o fenémeno ocorra. Caso seja negativa, entao significa que o sistema perde
energia ao realizar esse processo, logo, o fenémeno é espontaneo e, portanto, viavel.

Como estamos tratando de um sistema mecanico com rotagdo, é necessario impor uma condi¢do bastante
importante: a conservacdo de momento angular do sistema. Sendo assim, é natural inferir que a variacdo de
momento angular é nula, uma vez que os torques envolvidos sdo internos. Matematicamente, temos

AJ=0. (1)
O momento angular para massas pontuais é definido conforme
Jl' =7r; X D;,

onde r; € o vetor posi¢ao e p, € o momento, respectivos a i-ésima particula. No contexto do problema, temos
i = 1, 2. Como estamos trabalhando com o médulo do momento angular, |J;| = J;, de particulas em orbitas
circulares, temos r; L p,, entao

Ji =Tip; = M;W; (T,’)Q . (2)

No contexto da gravitacao cléssica, a velocidade angular de um corpo qualquer em 6rbita circular pode ser
determinada pela formula w = VGMr—3, onde G ¢ a constante gravitacional universal, M, a massa do corpo
central e r, o raio de sua d6rbita. Aplicando esta ao médulo do momento angular da i-ésima particula, J;, obtemos

JZ‘ = mi;\/ GMTl .

Aplicando os modulos do momento angular de cada particula, respectivos aos instantes inicial e final do sistema,
a Eq.(1) pode ser explicitada conforme

my\/T1 + may/T2 = (M1 +ma) /7. (3)

Utilizando um pouco de trabalho algébrico, podemos escrever a Eq.(3) da seguinte maneira
my _ VTV
my \fr2 — T’

assim representando, neste contexto simplificado, que a conservacdo de momento angular implica numa relagao

especifica entre a razao das massas das particulas e os raios das oérbitas.
Calculando a variagao da energia total do sistema, obtemos

b5 o1 ) o (2-2)]

(4)



Precisamos avaliar se esta expressdo é positiva ou negativa. Caso seja negativa, significa que o sistema sai de
uma configuracao para outra de menor energia e, portanto, o processo é energeticamente favoravel. Caso seja
positivo, indicard um grande problema conceitual na anélise que buscamos desenvolver. O resultado desta anélise
encontra-se na segao 2.1.

1.2 Como (e por que) ocorre o fenémeno de acregao?

Antes de discutirmos sobre os discos de acrecdo em si, precisamos compreender como se da o fendémeno de
acrecao. Para isso, partiremos de um panorama qualitativo geral desta ocorréncia num sistema binério. Para
adequar o estudo dentro da proposta deste projeto, suponhamos um sistema binario formado por um buraco
negro de Schwarzschild e uma estrela normal.

Uma das principais propriedades de estrelas é o escoamento
de matéria através de sua superficie — geralmente, mate-
rial gasoso. A taxa com a qual massa é liberada depende
do tipo de estrela que estamos considerando. Além disso,
durante o processo de evolucao estelar, existe um estagio
no qual a estrela comeca a “inflar”. Em sistemas binarios,
quando essa expansao da estrela é tal que preenche o 16bulo
de Roche, a matéria passa a ser deslocada para o bu-
raco negro, uma vez que atravessou o limite das superficies
equipotenciais, determinado aqui pelo ponto de Lagrange
interno, L;. Este, e outros pontos de Lagrange num sis-
tema bindrio, estao ilustrados na Figura 1.

Como a estrela, em geral, possui rotacao em torno do
proprio eixo, isso impede que a matéria descreva uma tra-
jetoria de queda livre radial em direcdo ao buraco negro.

—— y Sendo assim, a existéncia de momento angular ndo nulo das
(Figura 1. Superficies equipotenciais em um particulas do gas em acre¢io faz com que estas movam-se
sistema bindrio com a demarcagao dos pon- em Orbitas quase-circulares ao redor do buraco negro. A
tos de Lagrange. Fonte:  INSPIRE HEP. partir do momento em que este evento se sucede, é possivel
http://inspirehep.net/record /846517 /plots) a formacdo de um disco gasoso ao redor do buraco negro;

a este, daremos o nome de disco de acregao. [[7, [§]

A composicao desse tipo de estrutura requer algum tipo de torque viscoso entre as particulas do gas em

acrecao, fazendo com que as mesmas percam energia e promovam a transferéncia de momento angular para fora
do disco. As causas dessa viscosidade ainda nos s&o enigmaéticas, mas ha evidéncias de que os campos magnéticos
desempenham um papel importante nesse aspecto através do que chamamos de instabilidade magneto-rotacional,
um fendémeno que engendra turbuléncia no gas e torna instavel o fluido [4].

Para entender como esse torque viscoso age para o desenvolvimento da estrutura do disco, imaginemos duas
camadas sucessivas de matéria deste: uma mais interna, A, e outra, mais externa, B, conforme ilustrado na
Figura 2.


http://inspirehep.net/record/846517/plots

(Figura 2. Camadas sucessivas do disco de acregao sob acao de torques viscosos. Fonte: C.P. Dullemond. Structure and
evolution of protoplanetary disks. Accretion disk theory lecture. http://slideplayer.com/slide/5124157/)

Entre estes anéis, a presenca de atrito gera um torque negativo em A, o que leva & diminui¢do de seu momento
angular e, consequentemente, a reducao de seu raio orbital. Sendo assim, a camada B sofre a a¢do de um torque
positivo, que aumenta seu momento angular e, portanto, amplia seu raio orbital. Portanto, momento angular é
transportado para fora do disco, enquanto matéria flui para dentro do buraco negro. A diferenga de energia do
sistema é liberada na forma de energia térmica e radiacdo. [4]

A eficiéncia energética desse fendmeno coésmico é uma das maiores conhecidas, configurando discos de acregao
como os objetos astrofisicos mais luminosos do Universo. No caso de um buraco negro de Schwarzschild, a
eficiéncia energética de acregao é 1 = 0,06 [7].

1.3 Modelo newtoniano dos discos de acregao

De modo a estudar analiticamente um primeiro modelo para discos de acrecao, decidiu-se abordar o contetdo pre-
sente no artigo Black Holes in Binary Systems. Observational Appearance, publicado em 1973 pelos pesquisadores
soviéticos N. I. Shakura e R. A. Sunyaev [[7]. Este é um dos mais importantes e reconhecidos artigos cientificos
para o desenvolvimento da teoria de acrecao, uma vez que os modelos de discos de acre¢ao foram primeiramente
formulados através de mecanica newtoniana por Shakura & Sunyaev. Aqui, percebe-se a clara motivacao por
trés dessa escolha.

1.3.1 Premissas iniciais e definigoes

A ideia principal de Shakura & Sunyaev (1973) era descrever um disco geometricamente fino através de equagoes
hidrodinamicas ao longo da espessura do mesmo. Dizer que o disco é “geometricamente fino” significa dizer que
a escala da espessura H do disco é muito menor que a da distancia radial » em relagdo ao buraco negro, i.e.
H < r. [7,[8] Além disso, é valido atentar que, diante da geometria deste objeto astrofisico, é conveniente
utilizarmos coordenadas cilindricas em nossos calculos.

O processo mais importante que governa a acre¢cao da matéria em rotacao é a acao de estresse viscoso dentro
do fluxo. Esses estresses dirigem a acregao, como ja explicado, transportando momento angular para fora e
matéria para dentro; é também uma forma de converter a energia gravitacional da matéria em calor, o qual seréd
transferido para as faces superior e inferior do disco, e entao, radiado. [7], 8]

O modelo original também supoe um disco de acre¢do opticamente espesso na direcao vertical e um flu-
ido turbulento descrito por um tensor de estresse viscoso proporcional & pressdo total, P. [7] Este é entdo
parametrizado conforme

Wy = —aP = —apv?, (6)


http://slideplayer.com/slide/5124157/

onde vy é a velocidade do som no fluido, p representa a densidade deste, e o é uma constante adimensional, que
pode ser fixada para valores entre 0 (quando a acrecao é interrompida) e proximos a 1.
Deve ficar claro que este modelo nao é uma teoria real de viscosidade em discos de acrecao, mas apenas uma
forma de esconder nossa ignorancia acerca da viscosidade através do parametro « , o qual é suposto < 1. [7]
Foi considerado que o disco nao possui auto-gravitagao, o que significa que a massa deste é muito menor que a
massa do objeto central (i.e. Misco < Mpuraco negro), Portanto, a influéncia gravitacional do disco é desprezivel.
O modelo assume que o disco estd em equilibrio térmico local, ndo transporta calor para dentro e pode
irradiar o calor viscoso eficientemente como um corpo negro.
Além das consideragoes prévias, de modo a ajustar o contetdo nas concepc¢des do projeto, assumiremos que:

e O disco é estavel, i.e. /0t = 0;

O disco possui simetria axial, i.e. 9/9¢ = 0;

A velocidade tangencial é muito maior que a radial, i.e. v, > vy;

Ha& balango hidrostético na direcao vertical;
e Nao héa presenca de campos magnéticos no disco.

Durante o progresso analitico, posteriormente apresentado neste relatério, iremos nos utilizar de alguns aspectos
importantes para descrever a estrutura do disco de acrecao. Um destes é a densidade superficial de matéria do
disco a uma distancia r do buraco negro, ug. Considerando zy como sendo a meia-espessura do disco, definimos
ug conforme

20
U072/ pdz=2zp, (7)
0

onde p representa a densidade volumétrica do gas e z é a coordenada que aponta na dire¢ao vertical, perpendicular
ao plano do disco. [7 8]

E necessario determinar também o estresse viscoso que age sobre as camadas adjacentes de matéria, viabi-
lizando assim o fenémeno de acregdo e a estruturacao do disco. Definimos W, como sendo o estresse entre os
elementos fluidos na 6rbita de raio r em elementos vizinhos numa 6rbita r + dr, estando relacionado ao tensor
de estresse de acordo com

z0
Wy = 2/ Wy dz . (8)
0
Calculando o resultado desta integral, com o auxilio das Eqs.(6) e (7), obtemos

Wy = —auovg. (9)

1.3.2 Desenvolvimento matematico

A descrigdo analitica para a formulagdo das equagoes que regem a estrutura do disco de acre¢ao sera elaborada
através do uso de mecéanica newtoniana, tal como apresentado em Shakura & Sunyaev (1973), porém com as
devidas alteragoes diante o contexto do projeto.

Iremos assumir que o disco orbita um buraco negro de massa M e que o gas é depositado no disco & uma
taxa constante, M. A taxa de acrecio sobre o objeto central é a mesma, M. Consideraremos também que o
plano central do disco se encontra no plano equatorial do buraco negro, definido por z = 0. [7, 8]

Em condigoes estaveis, a estrutura do disco pode ser determinada através da solugao simultanea de quatro
equagoes de conservacao, em conjunto 3 especificacao de leis para a viscosidade e para o transporte de radiagao
do centro & superficie do disco.

Comnservacao de Massa. A equacao referente a conservacao de massa no escoamento de fluidos é a chamada
equacdo de continuidade. Relembrando que estamos considerando um disco de acrecao estavel, a equagao de
continuidade com a qual iremos trabalhar reduz-se a

V- (pv) =0, (10)



onde v representa o campo de velocidades dos elementos de fluido.
Integrando a Eq.(10) em relagdo ao elemento de volume dV do disco, obtemos

27r v,.up = constante (11)

onde v, denota a componente radial da velocidade do gés.
Além disso, utilizando o Teorema de Ostrogradski-Gauss, podemos demonstrar que

M:/p(v-v)dv, (12)

e, portanto, concluir que

’ M = 277 vyug = constante ‘ (13)

Conservacao de Momento Angular. Neste sistema, trabalhamos com a transferéncia de momento
angular de dentro para fora do disco, entretanto, este processo deve obedecer uma lei fundamental da cinemética
de rotagdo, a conservagdo do momento angular. Sabemos que uma varia¢ao temporal no moédulo do momento
angular de um sistema é igual ao médulo do torque aplicado sobre este,

T = aJ , (14)
dt
onde 7 representa o torque viscoso por unidade de area e J representa o momento angular referente a densidade
superficial de matéria, ug.

Vamos entender, mais uma vez, como isso acontece. Devido ao atrito entre as camadas adjacentes, uma
componente de velocidade radial (v, < 0) surge, e entdo, as particulas comecam a espiralar em direcdo ao
buraco negro [7]. Sendo assim, temos

dJ dw dw
o Ug dtT UQVy drr (15)

Construindo a expressio para o torque viscoso por unidade de area, 7, obtemos

1d )

T = ; % roT (].6)
Aplicando as duas relagoes anteriores & Eq.(14), obtemos
1d dw
- %Wwﬁ = —uovrﬁﬁ . (17)
Integrando ambos os lados da Eq.(17) em relagdo ao elemento de area dA, encontramos
— 277er2 + C = 2rugu,rw . (18)

Aplicando o resultado concedido pela imposi¢ao de conservacdo de massa, apresentado na Eq.(13), auferimos
— 27 Wyor? + C = Mwr?. (19)

No caso de um buraco negro sem rotacao, a constante C' na equagao anterior é simplesmente o momento angular
referente & taxa de acre¢io do gés na orbita circular marginalmente estével, rgsco = 19 = 6GM/c?, portanto
a Eq.(19) representa a variacdo do momento angular do fluxo de matéria no disco entre um orbita de raio r
até sua “queda” ao rg, relacionando esta diferenca ao estresse viscoso que promove os torques necessarios para
que este fendomeno aconteca e, além disso, leva em consideragdo a conservagdo de massa. [4) [7, 8] Finalmente,
sabendo que C' = Mworg, temos

. 1/2
Mw [1 - (T—O) ] = 2maugu? |. (20)

r




Conservagao de Energia. Conforme certas particulas do gis vao perdendo momento angular, elas dimin-
uem seu raio orbital e acabam por perder também suas respectivas energias gravitacionais. Parte desta ultima
vai para o aumento da energia cinética de rotacao e a outra parte é convertida em energia térmica, podendo ser
irradiada pela superficie do disco. [4} [T [§]

As forcas que levam & transferéncia de momento angular em um sistema em rotacao também estao induzindo
um fluxo de energia P, podendo ser facilmente desenvolvido com ajuda da Eq.(19). Sabemos que a poténcia de
um corpo em rotacdo, em fun¢do do torque 7 aplicado sobre ele e de sua velocidade angular w, é P = 7w. Logo,

P=21W,,r’w. (21)

A energia deve ser conservada, logo, se considerarmos a transferéncia de energia devido ao torque viscoso,
em conjunto com o aumento da energia cinética orbital e a perda de energia gravitacional das particulas em
acrecao, temos que o resultado da soma de todos os termos devera ser a quantidade de energia restante para ser
irradiada pelo disco através de sua superficie, i.e.

GM

1., .
Pmd:QM%—M< ;

2
) — 2t Wypriw. (22)
A area efetiva por onde a radiacdo pode escapar é aquela relacionada as faces superior e inferior do disco,
portanto, se quisermos calcular a energia que sera radiada por unidade de area dA,, temos

dPrad
Q= dA,

onde dA; se refere & area total disponivel para emissdo de radiacdo, portanto, dA; = 47r dr. Sendo assim,

1 d |- (1 GM
Q= iy [ (02 - ) W] =

Aplicando as relagoes dadas pelas Egs.(9) e (20), realizando o devido tratamento algébrico e considerando os
fatores corretos ao sistema em andlise, a Eq.(23) pode ser reescrita conforme

0= 2w [1 - ()" } . (24)

8w r

Como queremos determinar as caracteristicas do espectro de radiagao do disco, precisamos apresentar
parametros acerca da temperatura, da distribuicao de energia da radiacao e dos processos que estao relacionados
a absorgao/emissao da mesma ao longo da estrutura do disco. [7]

Para um dado fluxo @, a densidade de energia da radiacao dentro da camada com densidade superficial ug
é determinada pela relacao

4¢3 B

r

9

— 120w = i e - (%) | (29

onde o é a opacidade do gas. Nas condicoes que estamos considerando, a maior contribuicao para a opacidade
surge do espalhamento Thomson em elétrons livres e da absor¢ao livre-livre para a qual oyy = 0.117T —7/2p %.
Dentro do disco, que é opticamente espesso em relacdo & “verdadeira” absor¢do, 7 = ofup, ou mesmo 7° =
\/OTOffug, €aso or > oyr, existe equilibrio termodinamico completo e a densidade de energia da radiagao é

igual & ¢ = bT4. [7]

Conservagao de Momento Vertical. Visto que ndo hd movimento resultante do gas na dire¢do vertical,

a conservacao de momento ao longo de 2 se reduz a uma condicao de equilibrio hidrostatico. Matematicamente,
este se apresenta na seguinte equacao

VP =g, (26)



onde P representa a pressao no gis e g = (GM/rQ) 7. Como j4 dito anteriormente, o equilibrio hidrostatico se
instaura na direcao vertical perpendicular ao plano do disco, portanto, podemos considerar apenas a contribuicao
do gradiente de pressdo nesta diregdo. Assim, a Eq.(26) reduz-se para

dP GM
P sinf, (27)

onde # é o angulo entre o vetor posicao de um elemento de fluido no disco e a projecao deste sobre o plano
central, z = 0. Fazendo as seguintes aproximacoes,

) 20 dP P

sinf~— e —=x——,

r dz 20

podemos determinar uma importante relacdo que possibilite resolver analiticamente a estrutura do disco de
acrecao através de mecanica newtoniana. Portanto, realizando as devidas passagens algébricas, tendo em mente
que P = pv2, obtemos

Us

20=—r]|. (28)

Shakura & Sunyaev perceberam que, para valores fixos de M e M, o disco pode ser convenientemente dividido
em trés regides distintas, dependendo de r. [7] Estas regides sao:

a) Uma regiao interna, para pequenos valores de r, na qual a pressdao de radiagdo é muito maior que
a pressao do gas, e onde v2 = £/3p. Em rela¢io a opacidade, a influéncia do espalhamento domina
sobre a da absorcao.

b) Uma regido intermediaria, para valores um pouco maiores de r, na qual a pressao do gas é dominante
e onde v2 = kT'/m,. Em relagdo a opacidade, a maior contribui¢io parte do espalhamento pelos
elétrons.

c) Uma regido externa, para valores grandes de r, na qual a pressao do gas ¢ dominante e onde v? =

kT /m,. Em relacdo a opacidade, esta é determinada pela absor¢io livre-livre e outros mecanismos.

Uma vez auferidas as equacgoes em destaque e definidas as particularidades de cada uma destas regides, é possivel
compoér as funcoes que descrevem o disco de acrecao com um nivel de detalhamento notavel, observando o fato
de que nao utilizamos artificios matematicos insensatos ou hipoteses fisicas ilogicas para tal elaboracao.

O desenvolvimento destas solugoes é longo e tedioso, portanto, sdo apresentadas apenas as expressoes finais
na secao 2.2 deste relatoério.

1.4 Formalismo Lagrangiano

O estudo do formalismo lagrangiano da Mecanica foi proposto pela orientadora durante o ultimo trimestre de
2016, com o intuito de compreender a teoria e aplicid-la em problemas simples, até que pudéssemos avancar
no estudo de gravitagao classica com o problema da forga central e desenvolver, analiticamente, as trés leis de
Kepler na secao 2.3.

O formalismo lagrangiano é uma das mais conhecidas (e uteis) generalizagoes na Fisica, dentro do estudo de
Mecénica Classica. O método foi desenvolvido partindo de um raciocinio muito interessante acerca de mudancas
na configuragdo de um sistema, o qual serd apresentado em breve. [5] Uma vez que detemos do conhecimento
desta formulacao, aplicaremos esta ao problema de dois corpos que movem-se sob a influéncia de uma forca
central mutua, i.e. o problema da forga central.



1.4.1 Principio de D’Alembert

Um deslocamento virtual (infinitesimal) refere-se & uma variagdo na configuracio de um sistema como resultado
de alguma mudanca infinitesimal arbitraria nas coordenadas dr;, tal que esta seja consistente com as forgas
e vinculos impostos ao sistema num dado instante t. O deslocamento é dito wirtual para distingui-lo de um
deslocamento real do sistema que ocorre durante um intervalo dt, durante o qual as forcas e vinculos podem
variar. [5]

Suponha que o sistema esteja em equilibrio, i.e. a for¢a total em cada particula do sistema é nula, F; = 0.
Entao, fica claro perceber que o produto escalar F';-dr;, que é o trabalho virtual da forca F'; sobre o deslocamento
or;, também serd nulo. A soma de todos estes produtos nulos sobre todas as particulas do sistema também
devera ser nulo,

> Fi-ori=0. (29)

)

A forcga total sobre a i-ésima particula pode ser decomposta entre as forgas aplicadas sobre esta, FZ(-a , e as forcas

de vinculo atreladas, f;,
F,=F"+f,. (30)

Agora, iremos nos restringir aos sistemas para os quais o trabalho virtual das forcas de vinculos é nulo, i.e.
fi-o0r; = 0. Com esta consideragdo, utilizando as Egs.(29) e (30), temos como condigio para o equilibrio do
sistema que o trabalho virtual das forcas aplicadas também deve ser nulo,

STF®W . ori=0. (31)

A Eq.(31) é geralmente chamada de principio do trabalho virtual. Esta equagdo ¢é util no sentido em que néo
depende de f;, mas lida apenas com o caso estatico; queremos uma condicao que envolva o movimento geral do
sistema. [3]
Para obter tal principio, iremos utilizar a equacao de movimento
Fi = I}i )
que pode ser escrita como
Fi - pi =0 )

indicando que as particulas no sistema estardo em equilibrio sob a a¢do de uma forca igual & for¢a atual mais
uma “forga reversa efetiva” —p,. Ao invés da Eq.(29), podemos imediatamente escrever

> (Fi—p,;)-0ri=0. (32)

%

Realizando a decomposicao da for¢a F'; em forcas aplicadas, F ga), e forcas de vinculo, f,, temos

3 (FE“) - pi) O+ Z fi-0m=0. (33)

(2

Novamente, iremos nos restringir ao caso para o qual o trabalho virtual das forgas de vinculo é nulo, portanto,

3y (FE‘” - pi) o = 0. (34)

%

A Eq.(34) é conhecida como o principio de D’Alembert. [5]
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1.4.2 Equagao de Lagrange

Apesar de resolver o problema anterior, o principio de D’Alembert ainda n&o estd em uma forma tutil para
descrever as equagoes de movimento de um sistema. Precisamos agora transformar a equacao em uma expressao
que envolva deslocamentos virtuais de coordenadas generalizadas. [5] A traducdo de r; para a linguagem g;
comega com as equagoes de transformacio

r, = "“i(CIh q2;---, Q4n, t)? (35)

assumindo n coordenadas independentes. Sendo assim, um deslocamento virtual arbitrario dr; pode ser rela-
cionado com o deslocamento virtual dg; conforme

8ri

67'i =

Note que nao ha variacao de tempo, §t, envolvida aqui, uma vez que um deslocamento virtual, por defini¢ao,
considera apenas deslocamentos das coordenadas.
Por exemplo, em termos de coordenadas generalizadas, o trabalho virtual de F'; se torna

ZF 57:,_2(1 >5qj ZQjaqj (37)

)

Agora, iremos olhar para o outro termo da Eq.(34), que pode ser reescrito conforme
Zﬁl . (S’I"i = Zmzm . 5’!‘2' .
i i
Aplicando aqui a expressdo do deslocamento virtual ér; em termos de coordenadas generalizadas ¢;, evidenciada
na Eq.(36), obtemos
. Or;
i 4

Considere agora a seguinte relacao,

d . Or; ., d [(0r;
Zmz""z 7 Z |:dt ( m;r; - aq]) — m;Tr; - a (aq]>:| . (39)

Observando que

8’01 87“2‘ 81),- o i (a’l"i>

" = e =
g, Jq; Jq; dt \ Og;

sdo relagoes validas, podemos aplica-las a Eq.(39), juntamente com a correlagdo v; = 7;, para obter

. d 8’1)i a'l)i
zi:miri 0Ty = Zz: [dt (mivi . 3%) — m;v; * aqj]

d 0 1 2
= % [5‘% (; 217%%‘)1 8% (; =MmM;v; ) . (40)

Podemos notar que os somatérios presentes na Eq.(40) referem-se & energia cinética total T do sistema de
particulas, i.e.

1
T= Z imiv? . (41)
K3

Sendo assim, temos que o segundo termo da Eq.(34), em funcdo de coordenadas generalizadas, é dado por
d (0T oT
'4°5iE i"i-éi: —_ —_—Q (5 . 42
zi:pZ T zi:m'r T Xj:[dt (8%) 8%] qj (42)
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Utilizando a equacdo anterior e tendo em mente que o trabalho virtual de uma for¢ca F'; pode ser escrito
conforme apresentado na Eq.(37), entdo podemos formular o principio de D’Alembert em termos de coordenadas

generalizadas g; conforme
d (0T or
S{[ (3) - 5] -2 oo )

Quando as forcgas envolvidas no problema podem ser determinadas através de uma funcao de potencial escalar
V', sabemos que
F,=-V,V.

Portanto, o trabalho virtual de F'; pode ser apresentado conforme
ZFi'éri:_ZviV'éTi- (44)

Representando a Eq.(44) em termos das coordenadas generalizadas, podemos concluir que esta sera satisfeita se,
e somente se,

_ov
aqj‘
Aplicando esta ultima relagdo a Eq.(43), obteremos a seguinte expressao

> (5) - "o -0 0

J

Qj = (45)

Definiremos aqui que o potencial V' nao depende das velocidades generalizadas ¢;, portanto, a Eq.(46) pode

ser apresentada como
d[0T-V)] aT-V)\ . _
2. {dt 24, g, J =0

j L

Esta ultima é satisfeita se, e somente se, o termo nas chaves for nulo, i.e.

dfor-v)y] a@r-v)
A il (47)

Definimos agora uma nova fun¢io, chamada lagrangiana do sistema, que correlaciona a energia cinética e
potencial totais do sistema da seguinte maneira:

L=T-V. (48)

Com isso, a Eq.(47) pode ser representada conforme

d (0L oL
=) = . 4
it (%) dg; " (49)

Essa é a chamada equagdo de Lagrange. [5]

1.4.3 Principio de Hamilton

Também é possivel obter a equacao de Lagrange a partir de um principio que considera o movimento completo
de um sistema entre instantes ¢; e to. Um principio desta natureza é conhecido como um “principio integral”.

Antes de apresentar o principio integral, precisamos definir com mais precisdo o significado atrelado a frase
“movimento de um sistema entre instantes t; e t3”. A configuragdo instantinea de um sistema é definida
pelos valores de n coordenadas generalizadas qi, ... ,q,, e corresponde a um ponto particular no hiperespaco
cartesiano. Conforme o tempo passa, o estado do sistema muda e o ponto que o descreve move-se no espacgo de
configuracdo tragando uma curva, descrita como “a trajetoria de movimento do sistema.” [5]
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O principio de Hamilton descreve o movimento daqueles sistemas mecanicos para os quais todas as forgas
(exceto forcas de vinculo) sdo derivaveis de um potencial escalar generalizado que pode ser uma funcdo das
coordenadas, velocidades e tempo. Tais sistemas serdo denotados como monogénicos. [5]

Para sistemas monogénicos, o principio de Hamilton pode ser apresentado como:

O movimento de um sistema entre um instante t; e um instante to € tal que a integral de linha, chamada

acao,
to
ty

onde L =T — 'V, possui valor estaciondrio para a trajetoria real de movimento.

Podemos entao resumir o principio simplesmente dizendo que o movimento é tal que a variacdo da integral
de linha S, para valores fixos de t; e t5, é zero,

to
5S:5/ L(q17"'7qna(j17"'54n7t>dt:0'
t1

O principio de Hamilton é uma condig¢ao suficiente para derivar as equagoes de movimento que permitem
construir a mecanica de sistemas monogénicos a partir deste como postulado béasico ao invés de utilizar as leis
de Newton. Tal formulacido possui vantagens; e.g., visto que a integral S é invariante ao sistema de coordenadas
generalizadas utilizadas para expressar a lagrangiana L, as equagoes de movimento devem sempre ter a forma
lagrangiana, independente de como as coordenadas generalizadas se transformam. [5]

1.4.4 Equagao de Lagrange a partir do Principio de Hamilton
Queremos achar as condic¢oes para que a varia¢do da integral S seja nula, i.e. 45 = 0. Sendo assim, temos
to

ty

:/;Z (gié%‘i‘gé(s%) dt
- [ (G () - (5 )
/ZH@% t(g)j)}‘sq] d”/:zi:{i(gi‘s%)}dto- (50)

O segundo termo do lado esquerdo da Eq.(50) representa a integral de um diferencial total, logo, apenas depende
dos instantes t; e to. Com isso, nota-se ser invariante & trajetoria, portanto, podemos desconsideré-la do contexto
adotado. Sendo assim, o principio de Hamilton se reduz a

t2 oL <8L)} }
05 =0 < — og;| dt =0.
tl Z |:{8q7/ 8% q

K2

Aqui, fica perceptivel que a integral apresentada sera nula se, e somente se,

OL d (0L )
94, _d< ) =0, Vi. (51)
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1.4.5 Problema da Forga Central: Redugao ao equivalente do corpo tnico

Consideremos um sistema monogénico de duas massas pontuais, m; e msg, onde as unicas forcas sao devidas &
interagdo de um potencial U. [5] O sistema esta representado no diagrama a seguir.

my

(Figura 3. Diagrama do sistema de dois corpos pontuais sob a¢ao de uma forga central. Fonte: Referéncia bibliografica

[5])

Na Figura 3, o vetor de posicao R se refere ao centro de massa do sistema, enquanto que 7 representa a
diferenca entre os vetores de posi¢ao de cada massa, i.e. r =7y — 7.

Em primeira instancia, iremos assumir que U é qualquer fun¢do do vetor entre as duas particulas, ro — r1,
ou da sua velocidade relativa, 5 — 7*1, ou de qualquer derivada superior deste mesmo vetor. [5] Sendo assim, a
fun¢ao lagrangiana para o sistema acima tera a seguinte forma

LzT(R,f*)fU(r,f-,...). (52)

A energia cinética T pode ser escrita como a soma da energia cinética do centro de massa e das energias de
cada massa em relacao ao centro de massa, i.e.

1 . 2 /
T:§(W1+m2)R +7T,

onde
r 1 N2 1 o\ 2
T = —ma (’I”1> + —ma <T2> .
2 2
~ . . . -/ -/ ~ . . .
Na relagao imediatamente acima, os vetores 7*; e 7, estao relacionados ao vetor 7, respectivamente, por

./ —mz ./ mi

Poe Pyg=—
my + ma mi + ma

Logo, a energia cinética total do sistema é dada por

1 .2 1 mimso .2
T=_ R (2 ) g2 53
5 () B+ 5 (2 (59)

Definindo aqui a quantidade p, [5], chamada massa reduzida,

mimso
= 54
. (54)

temos que a energia cinética 7' do sistema pode ser escrita de modo mais sucinto

1 -2 1
T:§(m1+m2)R —l—imﬂ.
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Portanto, a lagrangiana total é dada por

1

2m'~2—U(r, 7o) (55)

22
L=-(mi+ma) R +

DN =

Na secao 2.3, iremos desenvolver uma aplicagao pratica para o problema de dois corpos com o advento de algumas
simplificacoes adicionais e, a partir desta abordagem, derivaremos analiticamente as trés leis de Kepler.

1.5 Relatividade Restrita

A compreensdo dos elementos principais da teoria da Relatividade integra parte dos objetivos deste projeto,
sendo necessario para avancar em certas metas estipuladas como, por exemplo, aplicar corregoes relativisticas ao
modelo do disco de acre¢ao apresentado neste relatorio. Portanto, fica evidente que os estudos em Relatividade
Restrita sao de suma importancia ao andamento da pesquisa, sendo iniciados no alvorecer de 2017.

A teoria da Relatividade Restrita foi apresentada por Albert Einstein em 1905, fundada em dois postulados
[3, 2 O]

1. As leis da Fisica sdo as mesmas em todos os sistemas inerciais. N&ao existe nenhum sistema inercial
preferencial. (Principio da Relatividade)

2. A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor, ¢, em todos os sistemas inerciais. (Principio da
Constancia da Velocidade da Luz)

Buscando compreender melhor, vemos que o principio da Relatividade de Einstein afirma ser impossivel, por
meio de quaisquer medidas fisicas, escolher um sistema inercial como sendo intrinsicamente estacionario ou em
movimento; s6 podemos falar em termos do movimento relativo entre dois sistemas. [3] 2], 9]

Toda a teoria da Relatividade Restrita é derivada diretamente destas duas hipdteses. Entretanto, o mais
impressionante é que esta teoria nao apenas explicou todos os resultados experimentais existentes neste contexto,
mas previu novos efeitos, os quais foram confirmados em experimentos posteriores. Sendo assim, até hoje, nao
encontramos qualquer obje¢do experimental & teoria de Einstein. [3] [9]

1.5.1 Sistemas de coordenadas e diagramas de Minkowski

O fenomeno fisico mais simples que podemos descrever é chamado um evento. Este é uma incidéncia que ocorre
num certo ponto no espaco e num certo ponto no tempo. Portanto, quando determinamos a posicao deste no
espaco e no tempo, temos uma descricdo completa do evento. Assumimos que nossas observagoes sao feitas em
relagdo a um referencial. Uma vez estabelecido o referencial, introduzimos neste um sistema de coordenadas.
Geralmente, é vantajoso empregarmos um sistema de coordenadas cartesianas. [3]

E um pouco mais dificil determinar o ponto deste evento no tempo. Se um observador se encontra na origem
com um relégio, entao o ponto no tempo em que ele percebe o evento nao é o ponto no tempo em que o evento
ocorreu. Isso se deve ao fato de que a luz demanda certo tempo para ir da posicao do evento ao observador na
origem. Visto que observadores em diferentes posicoes devem realizar diferentes correcoes desse tipo, seria mais
simples imaginar observadores em cada ponto do referencial de tal modo que o ponto no tempo de um evento
arbitrério possa ser mensurado localmente. Mas, desse jeito, um novo problema surge: devemos sincronizar os
relogios, para que estes exibam o mesmo tempo e corram numa mesma taxa. [3, [6]

Matematicamente, determinamos quatro coordenadas (ct, x, y, z) para cada evento. (A coordenada tem-
poral t foi multiplicada pela velocidade da luz, ¢, para que todas as coordenadas possuam mesma dimensao.)
Esta coordenagao torna possivel a descricao de um evento como sendo um ponto P no chamado diagrama de
Minkowski. Neste tipo de diagrama, plotamos a coordenada ct ao longo do eixo vertical e uma das coordenadas
espaciais ao longo do eixo horizontal. [3]

De modo a observar o movimento de particulas, podemos imaginar que cada particula estd equipada com
uma lanterna que pisca numa frequéncia constante. Os pulsos luminosos de uma particula representam uma
sucessao de eventos. Se plotarmos estes resultados em um diagrama de Minkowski, teremos uma série de pontos
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que descrevem uma curva no limite continuo. Esta curva é chamada de linha de universo da particula. A linha
de universo de uma particula livre, por exemplo, é uma reta. [3]

ct

(Figura 4. Representacao de linhas de universo num diagrama de Minkowski, delimitadas pelo cone de luz. Fonte:
Referéncia bibliografica [3])

Ja uma particula sob a acdo de uma for¢a terd uma linha de universo curvada, conforme sua velocidade vai
se alterando com o tempo. Como a velocidade de qualquer particula material ¢ menor que a velocidade da luz,
entao a tangente da linha de universo dessas particulas, num diagrama de Minkowski, sempre serd menor que
45° em relagdo ao eixo temporal. [3] [6]

Um pulso de luz provoca uma frente luminosa que move-se avante, a velocidade da luz. Se esta frente é
apresentada num diagrama de Minkowski, o resultado é um cone de luz. Um importante resultado é que a linha
de universo de qualquer particula num ponto estd dentro do cone de luz de um pulso luminoso emanado daquele
ponto. Esta é uma consequéncia imediata do principio restrito da relatividade, e também ¢é valido localmente na
presenca de um campo gravitacional. [T}, B]

1.5.2 Transformacgoes de Lorentz

Suponhamos K e K’, dois observadores em movimento relativo. Podemos declarar que este movimento ocorre
a0 longo da diregao £ do sistema de coordenadas cartesianas. Imaginemos que K’ distancia-se do observador K
no sentido positivo do eixo x. Nestas condi¢des, K registra o movimento de K’ como sendo x = vt, enquanto
que K’ ira registrar o movimento de K como 2’ = —ovt’. [9]

Agora, consideremos um pulso luminoso se movendo no mesmo sentido de K’. Nossos dois observadores irdo
determinar o movimento deste elemento como

K:xz=ct e K 2 =ct.

Uma transformacao linear entre seus sistemas de coordenadas é consistente com tais observacoes se esta apre-
sentar a forma

¥ —ct' =A@ —ct), (56)
para algum A, dependente apenas da velocidade relativa, v. Caso o pulso luminoso estivesse viajando no sentido
contrario ao anterior, os observadores teriam registrado o movimento deste conforme

K: —x=ct e K -2 =ct

e a transformacao linear entre seus sistemas de coordenadas deve, pelo principio restrito da relatividade, assumir

a forma
—z—ct=A(—2"—ct'), (57)
para o mesmo A. Com algumas passagens podemos mostrar que as duas relacoes entre os sistemas de coordenadas

dos observadores sao equivalentes &

/
xr =

(A4 Az~ 5 (M- A et (58)

N =
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o =5 (A+ Aot - S (A AT e (59)

DN | =

1/2
Utilizando as observacoes de K acerca da posicdo de K’, determinamos A como sendo (ifﬁ) e entao ree-
screvemos as transformacoes de Lorentz em sua forma padrao

' = (z— Bet) (60)

ct' =~ (ct — Bz) , (61)

onde adotamos os termos § = v/cey = (1 — ,82) Y 2, sendo 7 conhecido como fator de Lorentz. A transformacao
das coordenadas transversais é a identidade, i.e. ¥/ =y e 2/ = z. [9]

Das transformagoes de Lorentz seguem os conceitos basicos de contracao do espaco e de dilatacdo do tempo.
Tudo o que precisamos fazer é considerar como um observador em movimento percebe nossas réguas ou reldgios.
[9] Por exemplo, se estivermos segurando um relogio e um tempo T passa, o observador em movimento K’ ira,
de acordo com a transformacao de Lorentz, registrar um tempo

ct' = (ct — Bx) = ~ycT

~t =1). (62)

Ou seja, da perspectiva deste observador, o tempo que passou foi maior; relégios em movimento correm devagar.
Conhecemos este fenémeno como dilata¢io do tempo. [09] Da mesma maneira, se segurarmos uma régua de
comprimento L com uma das extremidades na origem, esticada sobre a dire¢ao positiva de &, entao um observador
em movimento, K’ ird medir seu comprimento conforme: uma das extremidades da régua se encontra na origem,
2’ = 0. Entretanto, para o observador K, as extremidades desta se encontram em z = 0 ¢ x = L. No mesmo
instante, t' = 0, da perspectiva de K’, a outra extremidade se encontra em

2 =~ (L~ fBet) .
Para o instante ¢’ = 0, temos que ¢t = SL, portanto,
o' =y(L-pBL)=y(1-p8)L.

E facil perceber que
v(1-8%) =771,

7=2). =

1

portanto, isso implica diretamente em

O observador K’ registra o comprimento da nossa régua modificado por um fator v~
denominamos contragdo do espago. [9]

. Este é o fendbmeno que

1.5.3 Espago-tempo de Minkowski

Conforme discutido na dltima secao, as medidas de tempo ou distancia dependem do observador e como este se
move relativamente aos outros sistemas de referéncia. Entretanto, existe uma certa combinacao destas medidas
que nao se altera diante os movimentos relativos e, portanto, nao dependem do observador em questao. Estas
quantidades sao conhecidas como tempo prdoprio, ou comprimento proprio; o tempo decorrido, ou a distancia per-
corrida, no referencial de repouso do objeto sendo observado. [I} 6] Averiguando a derivagio das transformagoes
de Lorentz na secao 1.5.2, podemos notar que

(' —ct') (2" + ct') = (z — ct) (x + ct) (64)

. . . . 2 . A .
e assim, inferir que a quantidade — (ct)” + 22 + y* + 22 ¢ a mesma para todos os observadores. Este é conhecido
como o intervalo invariante, o qual desempenha um papel fundamental na elucidagao e compreensao da natureza
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do espaco e do tempo [I, 6, [3, @]. E a métrica da relatividade restrita. Discutiremos mais sobre isso apos a
apresentacao de algumas notagoes.

Iremos escrever !, 22 e 23 ao invés de x, y e z. Além disso, em vez de adotarmos a coordenada temporal
pela representacio ct, escreveremos x°, mas continuaremos nos referindo & esta como “tempo”. Notemos que 0s
indices estdo sobrescritos; na terminologia, sdo chamados contravariantes. Podemos utilizar %, com indice em
letra mintscula do alfabeto latino (i, j, k,...), como um simbolo genérico para qualquer componente espacial.
Sendo assim, escreveremos z*, com indice em letra mindscula do alfabeto grego (u, v, o,...), como um simbolo
genérico tanto para um ponto no espago-tempo de Minkowski como para um quadrivetor. [

De maneira geral, escrevemos o intervalo conforme

3
ds’ = Y mudatda” (65)

m,v=0

onde 7, representa as componentes da métrica de Minkowsk:.
Por uma questao de conveniéncia, esta ultima pode ser apresentada como a matriz 4 x 4

1.0 0 0
o 100
=1 09 0 1 0

0 00 1

Deve ficar claro que, apesar das aparéncias inicias, a geometria do espaco-tempo nao é a geometria euclidiana
quadridimensional. Em particular, dois pontos podem estar separados por distancias cujo quadrado é positivo,
negativo ou zero. Quando (ds)2 > 0, dizemos que 0s eventos possuem separac¢ao do tipo-espago. Quando temos
(ds)2 < 0, a separacao entre os pontos é do tipo-tempo. Para o tltimo caso, (ds)2 = 0, dizemos que a separacao
é do tipo-luz. [11, 6] 3, O]

Particulas com massa de repouso nao nula movem-se ao longo de linhas de universo do tipo-tempo, que se
encontram sempre dentro dos cones de luz. Desse modo, a velocidade destas sempre serd menor que a velocidade
da luz em qualquer ponto. Este é o conceito que iremos adotar futuramente, com um pouco mais de sofisticacao,
para descrever as Orbitas de particulas ao redor de um buraco negro de Schwarzschild. [3] 2], 9]

1.6 Relatividade Geral

Como extensao ao estudo da teoria da relatividade de Einstein, torna-se fundamental a abordagem da relatividade
geral. Conhecer a teoria através de uma visdo mais analitica ajuda no desenvolvimento de futuros resultados;
por exemplo, na determinacao das 6rbitas de particulas ao redor de buracos negros.

Antes de iniciarmos qualquer consideracdo acerca da matematica envolvida, precisamos compreender a rela-
tividade geral de maneira qualitativa, através de seus postulados e daquilo que pode ser inferido a partir destes.
Sendo assim, procederemos com reflexdes sobre o Principio da Equivaléncia.

O Principio da Equivaléncia nos diz como um sistema fisico arbitrario responde & presenca de um campo
gravitacional externo [2]. Este principio se baseia na correspondéncia entre a massa gravitacional e a massa
inercial, verificada por Galileu, Newton e muitos outros pesquisadores. Ponderando sobre isso, Einstein con-
siderou, como consequéncia de tal resultado, que nenhum campo gravitacional externo, homogéneo e estatico,
pode ser detectado localmente em um elevador em queda livre, uma vez que seus observadores, os instrumentos
e o proprio elevador responderiam ao campo com a mesma aceleragao. [9]

Um contexto importante a considerar, diante este principio, é o de relégios em um campo gravitacional.
Consideremos o seguinte experimento mental: Dois observadores, A e B, estdao dentro de um foguete na presenga
de um campo gravitacional uniforme, no qual corpos caem com aceleracdo g [2]. O observador A se encontra
no topo do foguete, & uma altura h da base, enquanto B se encontra, justamente, na base desta nave. A entao
emite pulsos luminosos em intervalos iguais, A74, de acordo com um relégio posicionado na mesma altura. Em
que intervalo A7 o observador B recebe estes sinais, conforme a marcac¢iao de um relogio posicionado na base?
O principio da equivaléncia implica que o observador B recebe o sinal numa taxa mais rapida do que eles sado
emitidos [2].
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Para verificar isso, vamos supor que o foguete esteja acelerando ao longo do eixo z. A posi¢do do observador
B, adotando zg (0) = 0, é dada por

1
zg (t) = 59252 . (66)
Sobre a posicao de A, fica claro que
1
za (t) =h+§gt2. (67)

Agora, consideremos que dois pulsos sdo emitidos por A, um primeiro em ¢ = 0, e outro apés A7, segundos. O
primeiro pulso é recebido por B no instante t;, enquanto o segundo é recebido em ¢t = t; + A7rg. A distancia
percorrida pelo primeiro pulso é dada por

ZA (0)—2’3 (tl):Ctl. (68)
Para o segundo pulso, a distancia é
24 (ATA) — 2z (1 + A7) = c(t1 + AT — ATa) . (69)

Utilizando as equagoes para as posicoes dos observadores, assumindo que os termos quadraticos de A7 e A7p
s&0 muito pequenos, escrevemos as Eqs.(68) e (69) conforme

1
h — 59 (t1)* =ct1, (70)
1
h=39 (t1)* — gt1 AT = c(t1 + At — ATa) . (71)
Subtraindo a Eq.(71) da Eq.(70), obtemos
gtiATp = c(ATa — ATp) . (72)

Resolvendo a Eq.(70), conseguimos determinar ¢;. Adotando algumas simplificagoes neste resultado, finalmente
encontramos que t; = h/c. Assim, a Eq.(72) pode ser apresentada de acordo com

h
Aty = <1 + i2) ATp. (73)

Portanto, podemos concluir que o intervalo no qual os pulsos sao emitidos é maior do que o intervalo no qual
sao recebidos. Em outras palavras, isso significa que a frequéncia é maior em B do que em A. Sendo assim, se
a frequéncia luminosa percebida pelo observador A é menor, entdo a luz sofre um desvio para comprimentos de
onda maiores, e portanto, desvia para o vermelho [2]. Este fenomeno é conhecido como redshift gravitacional.

1.6.1 Meétrica

O primeiro conceito que devemos abordar para iniciarmos os estudos em relatividade geral se trata daquilo que
iremos definir como a métrica do espago-tempo [Il, 2, [@]. Para entendermos melhor de onde vem essa ideia,
consideremos uma base do espaco, dada pelos vetores {eg, e1, e2, e3}. Sabemos que o diferencial do vetor
posigao, dr, pode ser escrito como

3
dr = Z dxzte,, . (74)
pn=0

Através da Eq.(74), podemos determinar o elemento infinitesimal de comprimento, ds, conforme

ds® = dr - dr

3 3
dxzte, | - dz"e,
(S (Lo -

3

Z (ey - e,)dxtda” .

=0
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Portanto, o elemento diferencial ds depende do produto escalar entre os vetores da base, logo, diante tal corre-
lacdo, é natural definir uma nova quantidade. Neste caso, iremos definir

uv = €y * €y, (76)

onde g,, sdo as componentes de uma matriz simétrica, g, nomeada métrica [I, 2, ©9]. Assim, o elemento
infinitesimal de comprimento, em termos dos componentes da métrica, pode ser escrito

3
ds® = Y gudatda”. (77)

w,v=0

Em relatividade geral, existe uma conveng¢ao, conhecida como notagao de Einstein, adotada como uma forma
de simplificar a representacio das equagoes através da omissdo dos simbolos de somatéria. A regra é: para cada
indice repetido, que aparece uma vez em cima e outra embaixo, subentende-se uma soma em relacao a este.
[T, 2, @, 8] [6] Portanto, a equacgdo (77) pode ser apresentada, conforme convencionado por Einstein, da seguinte
maneira,

ds® = g, datdz” . (78)

Assim como discutido na secdo de relatividade restrita, valem as terminologias de distancia infinitesimal entre
.. 2 . -, 2 =
pontos vizinhos: quando (ds)” > 0, ha uma separagio tipo-espacgo, e quando (ds)” < 0, a separagdo entre os
o 2 o
pontos é tipo-tempo. Caso (ds)” = 0, a separagao é tipo-luz. [1], [2] 3] 6]

1.6.2 Nogoes basicas de analise vetorial

Uma maneira de definir vetores no espaco-tempo curvo é separar os conceitos de magnitude e dire¢ao, definindo
diregao localmente, por meio de pequenos vetores. Vetores maiores podem ser construidos algebricamente, através
da multiplicacao por escalares e por regras de soma de vetores no espaco-tempo sem curvatura. Rigorosamente
falando, o que fazemos é definir vetores num espaco tangente. [2]

Sendo assim, vetores sdo definidos em um ponto e ali eles obedecem todas as regras usuais da &lgebra
vetorial no espaco euclidiano. A associacdo de um vetor para cada ponto no espago-tempo, de maneira suave,
F = F (x), é chamado campo vetorial. Entretanto, para o contexto da relatividade geral, vetores definidos
em diferentes pontos estao em diferentes espagos tangentes, portanto, nao podemos somar vetores de pontos
distintos. Com isso, devemos abandonar a ideia dos vetores deslocamento, exceto para deslocamentos entre
pontos infinitesimalmente separados, uma vez que este representa uma quantidade local. [2]

Vamos revisar algumas das ferramentas de algebra vetorial que se aplicam aos espagos-tempo curvos. Para
cada ponto, z*, determinamos uma base de quatro vetores, e, (x), em termos dos quais qualquer outro vetor
pode expresso como uma combinagao linear,

u(z) =u" (z)e, (x) . (79)

Os termos u/(x) sdo chamados de componentes do vetor u na base e,,.
Podemos introduzir a ideia de produto escalar, ja utilizado na secao anterior, assim como no espaco euclidiano.
Dados dois vetores num mesmo ponto, u e v, o produto escalar entre eles pode ser calculado conforme

e “

Utilizando a defini¢cdo das componentes da métrica, apresentada na Eq.(76), escrevemos o produto escalar entre
dois vetores como
u-v =g, uv”. (81)
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1.6.3 Geodésicas

Particulas movem-se em linhas de universo tipo-tempo, as quais podem ser parametrizadas por quatro fungoes
x# (1) da distancia 7 ao longo delas, assim como na relatividade restrita. E importante perceber que iremos
considerar apenas particulas-teste que estdo sob influéncia da curvatura do espago-tempo [0 [2, @]. Ou seja, as
particulas estdo livres de qualquer outra influéncia externa, e.g. forcas elétricas.

O principio geral para o movimento de particulas livres num espago-tempo curvo afirma que a linha de
universo entre dois pontos com separagdo tipo-tempo minimiza o tempo proprio entre eles. [6l 2] 9]

Contemplando esta descricao, vemos que tal principio é muito parecido com aquele utilizado no formalismo
lagrangiano para desenvolver as equagoes de Lagrange. Sendo assim, aplicaremos os conceitos desenvolvidos
nesse formalismo mecénico no contexto da relatividade geral.

Como a particula esta livre, a fun¢do lagrangiana para tal sistema é, simplesmente,

1
L= §m1}2 : (82)

Considerando que o elemento diferencial de comprimento, ds, pode ser determinado através da Eq.(78), podemos

escrever ,
m v
V2 (ds) dz* dx (83)

dr :gwj? dr’

onde 7 é o tempo proprio da particula. Aplicando a relacdo anterior & funcdo lagrangiana, obtemos-na numa

forma mais adequada ao contexto,
m dx" dx¥

- Eg’“/ dr dr -’
Agora, para encontrar as equagoes diferenciais que determinam a parametrizagdo das linhas de universo da
particula em termos do tempo préprio desta, precisamos aplicar a fungdo (84) as equagoes de Lagrange,

oL d oL
o™ dr <8(dx/\/d7')) =0 (85)

Realizando este procedimento, encontramos a seguinte expressao

d?z° 1y, <89W B 0gux B 89,,)\) dat dav

dr? 29 oz oz” ozr ) dr dr

L

(84)

=0. (86)

Apresentando aqui os coeficientes de conexao afim,

o _ 1 o 8gu)\ agl/)\ 8guy
P = 29 (c?x” e o> ) (87)

podemos denotar a Eq.(86) conforme

d*z° , dxztdz”

& T g =0 (88)

A Eq.(88), em destaque, é a famosa equag¢ao da geodésica. Da forma com a qual foi apresentada nesta segao,
a equacao diferencial representa apenas linhas de universo tipo-tempo, entretanto, qualquer seja a forma que
possa assumir, as equacoes da geodésica, em relatividade geral, sao as equagdes de movimento para particulas
livres. [1 6] 2, 9]

1.6.4 Meétrica de Schwarzschild

Na relatividade geral, os espacos-tempo curvos mais simples sdo aqueles que possuem alta simetria, e dentre
estes temos aquele associado & geometria do espaco vazio fora de uma fonte de curvatura esfericamente simétrica,
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e.g. uma estrela esférica ou um buraco negro sem rotagao [2]. Esta é a chamada geometria de Schwarzschild,
cujo elemento de comprimento, num sistema de coordenadas particularmente adequado, é dado por

2GM 2GM\
d32:(1_ ¢ )(cdt)2+<1— ¢ ) dr? 4+ r? (d6* + sin® 0 d¢?) . (89)

c2r c2r

A métrica g, correspondente ao elemento de linha descrito acima é chamada métrica de Schwarzschild. [1, 3,
2 16, @]

Agora que a métrica foi introduzida, devemos interpreta-la com um pouco mais de cautela, averiguando as
importantes propriedades que carrega.

A geometria de uma superficie bidimensional, dentro do espaco quadridimensional descrito na Eq.(89), com
r e t constantes pode ser representada pelo elemento de comprimento

ds? =r? (d6” + sin® 0 d¢”) .

Esta é a exata descricdo da geometria de uma esfera de raio r no espaco tridimensional euclidiano. Portanto, a
geometria de Schwarzschild possui as mesmas simetrias de uma esfera em relagdo as variagoes nos angulos 6 e
6. 2

Além disso, algo interessante ocorre quando o raio r assume determinados valores. Por exemplo, quando
r = 0, temos uma singularidade real da métrica. Ademais, existe outra singularidade no elemento de arco

apresentado, que ocorre quando
] 2GM 0

Ar
Esta é conhecida como uma singularidade de coordenada, uma vez que pode ser eliminada através de uma
mudanca de coordenadas. Desta condigao, extraimos a seguinte expressao

2GM

5 -

90
- (90)

Ou seja, quando o raio r assume os valores r = 0 ou 7 = 2G' M /c?, encontramos uma singularidade na métrica
que descreve a geometria ao redor de uma distribui¢ao esfericamente simétrica de massa. Esta tultima, que advém
da condi¢do dada pela expressao (90), define aquilo que iremos chamar de raio de Schwarzschild, sendo um fator
de escala caracteristico para a curvatura na geometria em que estamos trabalhando. [2]

Os resultados da anélise gréafica das geodésicas na geometria de Schwarzschild serao apresentados na secao
2.4.
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2 Resultados

2.1 Viabilidade da acrecao

Inserindo a conservacdo de momento angular & Eq.(5), resulta em

s () (R3]

GMm1
2
é necessario avaliar o contetdo dos colchetes para determinar se a variagdo de energia, AF, é positiva ou negativa.
Através de um trabalho algébrico relativamente extenso, é possivel demonstrar que o termo entre colchetes é, de
fato, negativo. Portanto, isso significa demonstrar que, no contexto do problema apresentado, temos AFE < 0.
Deste resultado, conclui-se que o fendémeno de acrecao é energeticamente vidvel diante consideracoes fisicas
adequadas; no caso, a conservacao de momento angular do sistema.

Como sabemos que

>0,

2.2 Estrutura do disco de acrecao newtoniano
2.2.1 Solugoes analiticas

Como dito no final do segmento 1.3, apresentaremos aqui apenas as expressoes finais das fun¢des que determinam

o comportamento das diversas caracteristicas fisicas que constituem a estrutura geral do disco de acrecao.
Para a regido a), recapitulando, temos a seguinte relagdo entre as pressoes envolvidas: Pradiagio > Peas-

Além disso, em relacdo & opacidade, sabe-se que o7 > o¢s. Sendo assim, uma vez desenvolvidas as solugoes

para esta porcao do disco, obtemos
3 6GM\ '/
20=—2LN |1
81 ¢ c?r

€= 2\/éiof1M1/2r_3/2
ar

64m 2 . l 6GM ]
uy = ——

o LN Y2302 |
9 gT\F

9 UT /G 2071/2,-5/2 GGM
r GaM>M 1-—
Ur T 1982 ¢

—2
_ 25671'2 C3 a71M72M71/2T3/2 1 GGM
27mp o'%\/é

1/8 ( 2c )1/4 —1/473,1/8,.—3/8
T=G o « M ®r
ar

—7/16 1/27~
= dass2 11, 25672 i Miﬁ 2c / o~ 17/16 =2 5 —31/32,93/32 || _ 6GM\ Y
’ 27m, 02 \ 9 o bor c2r
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Para a regido b), onde Pyqs > Prqq € o7 > 05y, as solucdes encontradas sdo

2/5

T =
64m2kb ¢ c2r

1/ 1/2
6472 kbe a4/ N385 305 | 6GM\ Y
27rk 9mpG3/20'T cr
1/10 /2] 1/
9m G326 Y10 pr1/5 pr—17/20,.21/20 |1 _ 6GM Y
myG \ 64n2kbe e
3/10 1/2) /2
£ p 64m2kbe o~ T/10 Nr2/5 3 r21/20,-33/20 |1 _ 6GM\ "
4k 9m, G320 e

7/10 1/271/10
mp <m7)1/4 OllO'T 647T2kbc a_4/5M1/10M1/5T3/20 1— 6GM /
2k \ k V' drk 9m, G320 c2r

1/5 1/2 -3/5
k 9m,G* 2o WA/5 Np2/s ap-1/5,-2/5 |1 (6GM /
\/émp 64n2kbe 2

1/5 1/2
(QmpG3/2 UT) ] o~ 1/5 \2/5 ) 3/10,.—9/10 ll _ (GGM) / ]

3/5

*

Vpr =
cr

Para a regido c), onde Pyqs > Prqq € o7 < 05, Obtiveram-se as seguintes expressoes

1/10 1/977/10
o | M@ [ 2567 [ sy s | (6GMNY
0 2rk \ 0.99G%/2\| m3 c2r

1/10 1/273/10
25673c V kP c*r
1/20 1/273/20
o= |y [ (S9G2 JmE) T oy [y (SGM)
0 Gmy, \ 256m3c V kS c*r
3/20 1/2711/20
G m3/2 [ 256rc [k 710 11 - 6GM
_ m, 256mc | kS ALL/20 3 f5/8,-15/8 |1 _
S e (%) (().99G5/2 mf;) ) ' cr
3/5 1/5
_ [omee e (oete 5N o a2y
82k \ k 0.99G572\| m3 cir
1/10 1/27~7/10
. k 0.99G>/? m,% QA5 N3/ 0 - 1/4-1/4 |1 6GM "
" VG \ 256me Vs cir

24




2.2.2 Estimativas de magnitude

Agora, iremos realizar uma anélise quantitativa acerca dessas solugdes para averiguar as ordens de grandeza com
as quais estamos lidando.

Primeiramente, se quisermos avaliar essas informacoes de maneira correta, devemos definir um intervalo
coerente de magnitudes para a taxa de acre¢do do gas e um valor fixo para a massa do buraco negro. Para isso,
adotamos um buraco negro estelar, cuja massa M é da ordem de ~ 10M,. J4 para a taxa de acrecao, utilizando
dados contidos em Shakura & Sunyaev (1973), realizaremos as aproximacgoes com um valor dentro do intervalo
que vai de M = 1-10712 [ﬁ—%] , representando um fluxo de matéria do regime subcritico, até My =3-1077 [2{1—%] ,
o qual representa o fluxo critico para um buraco negro de massa M = 10My. Fluxo critico aqui refere-se ao
valor maximo de fluxo na acrecao que produz a maior luminosidade emitida pelo disco; ou seja, trata-se da taxa
de acregao associada ao limite de Eddington.

Em relacdo a opacidade o do gas para as regides a) e b) do disco, este possui um valor numérico igual a
2 . . L, . ~ 4 4 . A .
0.4 [C%}, pois estamos assumindo que a matéria em acrecao é formada apenas por gas hidrogénio.

Além disso, precisamos escolher o valor do parametro de viscosidade o que determina o estresse viscoso, o
qual promove todo o fenémeno de acre¢do dentro do disco. Shakura & Sunyaev apontam em seu artigo que, se
o valor de « estiver dentro do vasto intervalo

M
105 —] <a<1, (91)

cr

entao a estrutura do disco, essencialmente, nao muda.

Em suma, para a andlise da ordem de magnitude das caracteristicas do disco, utilizaremos os seguintes
parametros

M =10My, M =10"% {MQ} , a=05
ano

Antes de iniciarmos os célculos, precisamos definir os intervalos de r que definem cada uma das trés diferentes
regides do disco. Sabemos, por exemplo, que a regiao mais interna acaba no que chamamos de drbita circular
marginalmente estdvel, i.e. a distancia mais préoxima possivel do buraco negro em que uma particula pode realizar
uma 6rbita circular estavel. Para um buraco negro nao rotacional, essa érbita é 3 vezes o raio de Schwarzschild,
portanto, de acordo com nossas consideracoes, temos

M
_seM 8.864 - 10° [cm] .

To ~
c2

Utilizando as solugoes apresentadas no segmento anterior, podemos determinar os raios que limitam duas
regides distintas do disco. Realizado este procedimento, aplicando os parametros aqui adotados, a borda que
divide as regides a) e b) se encontra no raio

Tap = 8.787-107 [cm] .
A borda que separa as regioes b) e ¢) se encontra proximo ao raio
Tpe = 5.716 - 10° [em] .

Conhecendo agora os intervalos em que estdo definidas as 3 regides do disco, podemos escolher um raio arbitrario
entre estes para analisar a ordem de grandeza das propriedades que solucionamos em cada uma destas regioes.
Sendo assim, as escolhas sao

ro =4.836-10" [cm] , 7, =2.902-10 cm] , 7. =5-10""[cm] .

Definidas todas essas condi¢oes, podemos finalmente partir & analise.
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Para a regido a), mais interna, a uma distancia r, = 4.836 - 107 [cm] do buraco negro, temos

20 & 5.764 - 10° [cm]

e ~3.259-101 [ 28]
cm

uo ~ 6,388 10° [ 2 |
cm

v, ~ 3.267 - 107 [%}

n~ 3.312 . 1021 particulas
' cm3

T ~ 4.307 - 10° [K]
™ ~3.018-107°

Para a regiao b), intermedidria, a uma distancia 7, = 2.902 - 10° [cm] do buraco negro, temos

20 ~ 2.237 - 107 [em]
uo ~ 1.824 - 103 [%}
cm
vy ~ 1.897 - 10° [%m}
cm3

n =~ 2.418-10" {Pamcum]

T ~3.071-10° [K]
T &~ 29.27

Para a regido c), mais externa, a uma distancia r. = 5 - 1019 [cm] do buraco negro, temos

20 & 5.167 - 10® [cm]
wo ~ 2.369 - 107 |2

cm

cm

oy ~ 8.824 - 10 [ - }

n~ 1.375 - 1017 particulas
' cm3

T ~ 3.438 - 10* [K]
T~ 473.93

A partir destes dados, é possivel verificar informagdes compativeis com aquilo que esperdvamos conferir apos
o desenvolvimento do modelo. Por exemplo, vemos que, conforme nos afastamos do objeto central, a temperatura
no disco tende a diminuir. E isso é exatamente o que ocorre.
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2.2.3 Analise grafica das solugoes

Dentro do A&mbito de estudo das chamadas hard sciences, ha diversas maneiras de apresentarmos nossos resultados
e, a partir destes dados, extrair informacgoes importantes sobre os fendémenos considerados e inferir novas hipéteses
mais sélidas. Dentro do desenvolvimento neste projeto, temos solugoes analiticas ininteligiveis, e por esse motivo,
foram realizadas as estimativas no segmento anterior para que pudéssemos obter alguma intuicdo acerca do
modelo elaborado. Entretanto, a melhor forma de compreender como tais solug¢oes reproduzem a estrutura do
objeto em questao é plotando as func¢oes em relacao ao raio orbital r.

O software utilizado para essa tarefa foi o Wolfram Mathematica 9, com auxilio da ferramenta que permite
inserir uma fungao definida por partes no kernel do programa, sendo a mais produtiva deste procedimento,
apesar dos outros instrumentos utilizados no software também possuirem ampla importancia.

Utilizando os valores discutidos anteriormente, que definem a separagdo entre as regides do disco, indicamos
os intervalos entre as partes da funcao para cada caracteristica do disco e assim pudemos plotar os gréaficos 1 a
7.

Meia-espessura z, [cm]

14108

T1e® Tao® e e e

Raio orbital 7 [cm]

(Grafico 1. Meia-espessura zo do disco em funcdo do raio orbital r.)

No Gréfico 1, vemos que a espessura total do disco, 2zg, cresce linearmente de acordo com o distanciamento
do objeto central. Ou seja, o disco assume um carater mais espesso nas bordas externas e vai afunilando esse
aspecto conforme se aproxima do buraco negro.
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Densidade superficial de massa u, [g/cm?]

1000]

Tl ET el ol i

Raio orbital » [cm]

(Grafico 2. Densidade superficial de matéria uo do disco em fun¢ao do raio orbital r.)

O disco apresenta uma maior concentragdo de massa por unidade de area quanto mais préximo do buraco
negro, conforme observamos no Gréafico 2. Sendo assim, é superficialmente menos denso na camadas exteriores.

e

o

gt

ax10®

210"

Densidade volumétrica de particulas no gas n [1/cm?]

Tx10% 100 T 0T 10T

Raio orbital 7 [cm]

(Grafico 3. Densidade volumétrica de particulas n em funcdo do raio orbital r.)

Considerando que a densidade superficial de massa ug cresce & medida que nos aproximamos do objeto central,
e a meia-espessura do disco diminui nessa faixa, entao é natural esperarmos que a densidade de particulas do gas
por unidade de volume do disco também aumente conforme nos aproximamos do buraco negro. Este raciocinio
indutivo mostra-se correto no Grafico 3, construido apenas com ajuda das solucbes analiticas apresentadas,
portanto, demonstrando um excelente grau de confiabilidade nos resultados.
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(Gréfico 4. Velocidade radial do gas v, em fun¢ao do raio orbital r.)

No Grafico 4, vemos que a componente radial da velocidade dos elementos gasosos aumenta conforme obser-
vamos as regioes do disco mais proximas ao buraco negro, indicando que a matéria em acregao no disco move-se
cada vez mais rapido em direcao ao corpo central quanto mais proxima dele.

20x10%

Lsx1o

Lox10™

Densidade de energia & [erg/cm?]

s0x10%

210 axlo” X107 107

Raio orbital » [cm]

(Grafico 5. Densidade de energia ¢ em fungao do raio orbital r.)

O disco possui uma quantidade de energia por unidade de area muito maior em regides proximas ao buraco
negro do que em relagao as regioes mais afastadas. O Gréafico 5 nos indica que o disco emite muito mais radiagao
através de suas camadas internas, e sao estas, portanto, que emitem maior parte da luminosidade observada no
fenémeno de acrecao.
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(Grafico 6. Temperatura T" no interior do disco em fungao do raio orbital r.)

Visto que a densidade de energia no disco diminui com o distanciamento em relacao ao corpo central que

orbita, poderiamos inferir que a temperatura do mesmo se comportaria de modo analogo, e é exatamente isso
que observamos no Gréfico 6.

Espessura optica t

Tx10® x10® 10" 1 T
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(Gréfico 7. Espessura 6ptica 7 em fun¢ao do raio orbital r.)

Pelo Grafico 7, vemos que a espessura 6ptica do disco aumenta conforme nos afastamos do buraco negro, ou
seja, o disco torna-se mais opaco nas regioes externas, estabelecendo condi¢cbes menos eficientes & emissao de
radiagdo nestas camadas. Esta emissdo se d4 na forma de raios-X [7, [8]. Proximo ao buraco negro, a espessura

30



Optica é muito menor, portanto, o processo da emissdo de luminosidade do disco é favorecido, tornando estas
camadas mais visiveis.

2.3 Leis de Kepler

O estudo do formalismo lagrangiano é relevante, pois esta generalizacao permite uma andlise profunda do movi-
mento de sistemas mecanicos através de ferramentas matemaéticas bem estabelecidas, além de facilitar o desen-
volvimento analitico de muitos sistemas relativamente complicados, como o de um péndulo duplo, por exemplo.
No contexto do projeto, este formalismo mecéanico foi proposto com a finalidade de entender significativamente
a gravitacao universal.

Consideremos um caso semelhante ao do problema da forga central, porém simplificado, para desenvolver as
leis de Kepler. Iremos adotar uma configuracido mais voltada ao projeto, uma particula de massa m que orbita
um buraco negro de massa M. Como neste caso, é nitido que M > m, entdao podemos considerar que o corpo
central estd parado. Além disso, é também conveniente colocar a origem do sistema de coordenadas no corpo
massivo.

Em primeira instancia, é necessario construir a lagrangiana do sistema. Sabemos que a energia cinética deste
conjunto é dado unicamente pela particula m. Em coordenadas polares, temos

T = %m {ﬁ 402 (9’)2} :

Para a energia potencial V', numa abordagem dentro da gravitacao classica, ser4 dada unicamente por

v — _GMm .
r
Com isso, a fun¢fo lagrangiana para tal sistema seré
1 -\ 2 GM
L=3m [7’“2—&—7"2 (9) ] = (92)
r

Agora, podemos aplicar a fungao (92) & equagdo de Lagrange e determinar as equagbes de movimento para
a orbita da particula em torno do buraco negro.

d (OL oL .. N2 GM

dt<a¢>ar0 Por(f) + 55 =0) )
d (0L\ 0L d (o
dt(aé>_69_0:> a (78) =0 (94)

2.3.1 Segunda Lei de Kepler

A partir da Eq.(94), podemos demonstrar a segunda lei de Kepler. E interessante notar que esta equacio de
movimento representa a conservagao de momento angular do sistema em questao.
Em coordenadas polares, podemos escrever o elemento de area dA conforme

1
dA = §r2d0.
Sendo assim, temos que
dd _ 1 5d0 1 54
dt 2 dt 2

Aplicando a relagdo imediatamente anterior & Eq.(94), obtemos
d (. dA
—(2— ) =0
dt ( dt ) ’
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o que serd satisfeito se, e somente se,

i constante |. (95)

Ou seja, para que o momento angular do sistema seja conservado, é necessario que o corpo em Orbita delimite
areas iguais em intervalos iguais de tempo. De modo simplificado, a relagdo (95) afirma que o vetor posi¢ao da
particula em relagao ao corpo central varre areas iguais em tempos iguais. Temos entao demonstrado a segunda
lei de Kepler, também conhecida como “lei das areas”.

2.3.2 Primeira Lei de Kepler

A derivacdo da primeira lei de Kepler ndo é tdo 6bvia quanto a da segunda. Esta prova requer algumas
substituicoes nada triviais. Entretanto, é possivel resumir os principais artificios por detras dessa demonstracao:
utilizaremos, de maneira implicita, a conservagao de energia e de momento angular do sistema.

Antes de utilizarmos da outra equagdo de movimento encontrada, é necessério que saibamos algumas relagoes.
Por exemplo, ao derivarmos »~! em relacio ao tempo, obtemos

d (1 1.

—_ - = ——=T.

dt \ r 72

Sendo assim, podemos escrever a derivada de r em relagao ao tempo, conforme

d (1

. 2

r=—-r"—|-].
dt (7‘)

Além disso, pela Eq.(94), vemos que 26 = constante, portanto, convém atribuir algum simbolo que denote
tal quantidade. Definimos arbitrariamente 726 = [. Com este dado, podemos escrever 7 do seguinte modo

c__bd 1N ,d (1
"= gdt \r)  do\r)’

Derivando a equacgao acima em relagao ao tempo, temos

. dld (1 - d? /1
= [d& ()] = ()
L a1
T \v )

Essa relacdo sera de grande utilidade para simplificarmos a componente radial da equagdo de movimento. Apli-
cando a igualdade demonstrada anteriormente a Eq.(93),

1?2 d? /1 N2 GM

—— | - 0) = —. 96

r2 df? (r)—i_r( 72 (96)

Com um pouco mais de manipulacao algébrica, recordando que 720 = I, reescrevemos a Eq.(96) conforme
d? /1 1 GM
i e =2 97
a0z (r> it (07)
A solugao geral desta equagao diferencial ordinaria assume a forma
1 GM
o= ZT[lJre cos (0 + )] ,

onde e e ¢ sao duas constantes de integracao. Se escolhermos 6 como sendo zero quando o raio orbital r é
minimo, entao a constante e seréd positiva e ¢ = 0. Realizadas estas consideragoes, a equacao que descreveré a

trajetoria da massa m é
12/GM

T(a)zl—&—ecos@' (98)
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Como o numerador dessa equagdo é uma constante, podemos simplesmente escrever

p

)

Q
2|

e assim, apresentar a solugao da equagdo de movimento (97) da seguinte maneira

p
T(a)zl—‘y—eCOS@ ' (99)
Em particular, quando
e=10 a curva é uma circunferéncia;
e<l1 a curva é uma elipse;
e=1 a curva é uma parabola;
e>1 a curva é uma hipérbole.

Vemos que a constante e é compativel com a excentricidade das se¢es cOnicas, portanto, as 6rbitas na gravitagao
universal podem assumir um perfil qualquer dentre estas quatro curvas. O fator que determinard o aspecto da
orbita é a energia total do sistema. Temos demonstrado aqui a primeira lei de Kepler, também conhecida como
“lei das orbitas elipticas”.

2.3.3 Terceira Lei de Kepler

Uma vez que conhecemos os resultados fornecidos pela duas leis anteriores, é possivel definir uma férmula
que correlaciona propriedades geométricas da érbita com o periodo de movimento. E algo compreensivel, pois
significa que a particula em érbita ird varrer a area total da elipse uma vez que completar uma volta, ap6és um
intervalo de tempo At = 7, onde 7 representa o periodo orbital.
Sabemos que

A = }7"20' = 1l.

dt 2 2
Para calcular o periodo orbital, integramos esta equacao em relacao ao tempo, com um intervalo equivalente ao

periodo de uma érbita completa
1 l
/dA = /O 5 dt — A(’)rbita = 57’ .

Considerando uma érbita eliptica, conforme apresentado pela primeira lei, temos que
Aprbita = wab,

onde a é o semi-eixo maior e b é o semi-eixo menor.
Além disso, sabendo que a excentricidade e de uma elipse pode ser escrita como

b2

e=14/1— —
a?’

entdo é possivel descrever a area desta érbita apenas em funcgao do semi-eixo maior, a. Uma vez que b = av/1 — €2,

temos
2
Agrbita = Ta”\/1 — €2,
portanto,

l
ma’\/1—e2 = 37 (100)

Elevando os dois lados da Eq.(100) ao quadrado,

r?at (1-¢®) = —12. (101)



Durante a demonstracio da primeira lei, assumimos que quando 6 = 0, r assume o valor minimo, 9. Sendo
assim, através da equagao das secgbes conicas, adotando 7 (0) = 7, obtemos a relagao

Além disso, é possivel inferir a relagao
ro=a-—e,

uma vez que o buraco negro se encontra na origem do sistema de coordenadas. Incorporando ambas as igualdades,
temos que

l1+e= P .
a—e
Retornando a Eq.(101), podemos escrevé-la conforme
1—e 12
2 4 2
o = —7°. 102
T“a (a — e) p=T (102)
Sabendo que p = [?/GM, e considerando a aproximagao
1—e N 1
a—e a’

visto que a excentricidade de 6rbitas quase circulares sao proximas de zero, temos

2
o Am® 4

T

Temos demonstrado a terceira lei de Kepler, também conhecida como a “lei dos periodos”.

A aproximacao adotada no ultimo passo antes de apresentarmos a Eq.(103) é aceitavel, pois a lei em questao
fora desenvolvida com a anélise de dados do préprio sistema solar. Quando verificamos a excentricidade das
orbitas da maior parte dos planetas no sistema solar observamos que estas, de fato, assumem valores proximos
de zero. Historicamente, uma vez que a lei se consagrou diante dados de 6rbitas quase circulares, entao é natural
que possamos realizar essa aproximacao.

2.4 Geodésicas tipo-tempo na métrica de Schwarzschild

Explicitamente, a métrica g, (z) associada & geometria de Schwarzschild pode ser escrita conforme

(1—26M) 0 0 0
0 (1-284)"" o
v = ceTr 1 4
[91] 0 0 20 (104)
0 0 0 r2sin0

Uma vez que temos conhecimento da métrica de um determinado espago-tempo, é facil construir os coeficientes
de conexao afim, dados pela Eq.(87) em termos dos componentes da métrica. Realizando esse longo processo,
apresento abaixo apenas os coeficientes de conexao afim nao-nulos da métrica de Schwarzschild.

GM (2GM — ¢r) GM 2GM
", = — I, = e Ty = -
i ctr3 T r(2GM — 3r) 00 2 "
2GM GM 1
Iy = ~1)rsin?2¢ T, = — " e, — =
¢¢ < c2r ) e ir r(2GM — c2r) or =
1
FB(M, = —sinfcosf F¢¢T = F¢¢e = cot 0
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Deve ficar claro que ndo estdo explicitos os coeficientes simétricos aos apresentados anteriormente, e.g., sendo
FQ;T = Ff"dﬂ é conveniente indicar apenas um destes. Tendo determinado tais coeficientes, podemos escrever
as equagoes das geodésicas tipo-tempo para cada uma das coordenadas de Schwarzschild. Realizando todo o
procedimento, encontramos as seguintes equacoes de movimento

dr

—_— — + ———— —sinfcos0 —— +————— +2cot d6 dg
dr? oy (1- 2t )drdr 7 dr?  rdrdr dr?  rdrdr dr dr

T 2GM

2r  [(2G2M2?  GM)\ [ dt 2+ 1 dr 2+ 2GM do 2+,20 do\? 0

— | ———— == | = — | — — = — sin — =0.

dr? cir3 c2r2 dr r(2- 52[4) dr c? dr dr

Utilizando as funcdes NDSolve e ParametricPlot do software Wolfram Mathematica 9, em conjunto com
algumas outras ferramentas de desenvolvimento para facilitar a manipulacao das condigOes iniciais, é possivel
resolver numericamente as equagoes anteriores e assim obter uma representagao visual das geodésicas tipo-
tempo na métrica de Schwarzschild, ou seja, um grifico que representa as orbitas de particulas ao redor de
uma distribuicao esfericamente simétrica de matéria, como, por exemplo, um buraco negro. Entretanto, como
as equacoes gerais sao muito complexas, faremos isso para um caso mais especifico: 6rbitas limitadas ao plano
equatorial. Nas coordenadas que estamos utilizando, uma o6rbita nestas consideragoes é aquela que se encontra
sempre em 6 = 7/2. Além disso, ao aplicar tal condigdo as equagbes diferenciais, concluimos que tais érbitas
devem ser planares. As equagOes das geodésicas, portanto, se reduzem a

&2t L drdt . 4 2drdf (d¢>2_0 29 2drdg

dT2_T(1_2CG2}\‘4)E%_ Todr2 ' rdrdr

& (2GPM?  GM)\ (dt 2+ 1 dr 2+ 2GM o\ _
dr? cird c2r? dr T(Q_ézj\z) dr c2 "I\ar) T

Plotando as solugbes numéricas deste conjunto de equagOes, obtemos os seguintes graficos para diferentes
condigoes iniciais

&>t 1 drde _ 6 2drdy

(Grafico 8. Solugbes numeéricas para as equagdes das geodésicas tipo-tempo na métrica de Schwarzschild, reduzidas ao
movimento no plano equatorial, i.e. § = w/2, para condi¢des iniciais distintas.)

A partir do Grafico 8, podemos extrair diversas informagdes sobre os tipos de orbitas e as distintas caracteristicas que
elas possuem, entretanto, essa discussdo nao sera realizada no momento. Deixaremos esta tarefa para ser desenvolvida
na préxima etapa do projeto.
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3 Discussao

Os avancos promovidos pelo estudo dos topicos apresentados neste relatério caminham em dire¢ao a conclusao dos
objetivos finais do projeto, uma vez que ja apresentamos os conceitos basicos da estrutura de um disco de acrecao,
através de um modelo simplificado, e proporcionamos o entendimento de elementos teéricos fundamentais para
a sofisticacao deste. Por exemplo, através da investigacao do formalismo lagrangiano, fora possivel averiguar
com detalhe as equagoes de movimento da gravitacao universal, e assim, derivar as leis de Kepler.

Uma contemplacdo mais aprofundada da Teoria da Relatividade de Einstein também se sucedeu, propor-
cionando, além de artificios conceituais e ferramentas matematicas, um raciocinio dedutivo mais objetivo e
rebuscado dentro do a&mbito da Fisica e do contexto deste projeto de pesquisa.

Além disso, através de certos conceitos do formalismo lagrangiano, nos foi permitida uma reproduc¢éo analitica
elegantemente simples para a equagao da geodésica, resultado este importantissimo para que possamos visualizar
as trajetorias orbitais das particulas do gas ao redor do buraco negro dentro do regime relativistico e, eventual-
mente, aplicar as devidas correcoes ao modelo estrutural do disco de acrecao newtoniano aqui apresentado.

Por fim, é valido concluir que os resultados obtidos até o momento se desenvolveram dentro do prazo es-
tipulado e irao perpetuar sua significancia ao longo dos préoximos meses de execugao da pesquisa; sustentando,
portanto, a evolucao do projeto.

4 Cronograma

O cronograma do projeto foi concluido conforme esperado até o momento atual, e esperamos manter essa taxa
de produtividade até a elaboragao do Relatério Final.

1. Revisao da literatura e conceitos basicos de relatividade geral. (01/08,/2016 a 30/09/2016)
2. Estudo das equagoes da gravitagdo universal. (01/10/2016 a 30/11/2016)

3. Integracdo numérica das equagbes de movimento. Elaboragdo do relatério parcial. (01/12/2016 a
31/01/2017)

4. Implementacdo das corregoes relativisticas, visualizagao das orbitas. (01/02/2017 a 31/03/2017)
5. Estudo do modelo de disco de acregdo fino. (01/04/2017 a 31/05/2017)

6. Calculo das propriedades dos discos de acre¢do. Relatorio Final. (01/06/2017 a 31/07/2017)
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