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Resumo

Este relatorio parcial descreve estudos sobre problemas de forca central, analise de métodos numéricos
de solugoes de equagoes diferenciais ordinarias e a formulagao e aplicagao das equagoes de Lagrange.
Sao relacionados, entao, aos conceitos estudados o problema de Kepler e sistemas solucionados com o
formalismo lagrangiano, em especial para o sistema cadtico do péndulo duplo planar. A partir dos temas

propostos nesse relatorio, irao progredir estudos no problema de 3 corpos e em sistemas cao6ticos.

Abstract

This partial report describes studies of central force problems, analysis of numerical methods for ordinary
differential equations, and the formulation and application of the Lagrange equations. Then we related
the concepts studied to Kepler’s problem and solving systems using the lagrangian formalism, especially
for the chaotic system of the double planar pendulum. From the themes proposed in this report, studies

will be carried out on the 3-body problem and chaotic systems.
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Estudo numérico de 6rbitas no problema de 3
corpos

Carlo Domenico Longo de Lemos

Centro de Matemdtica, Computa¢io e Cognigdo -
Fundacao Universidade Federal do ABC

I. INTRODUCAO

Utilizando uma andlise mais rigorosa de sistemas
fisicos mecanicos com ferramentas numéricas adequadas
é possivel resolver problemas de mecanica classica apro-
fundando nos conceitos dessa disciplina de modo a ob-
ter modelos razodveis para descrever sistemas complexos
como o sistema de 3 corpos interagindo gravitacional-
mente. Nesta introducao discutiremos brevemente alguns
dos assuntos que veremos mais a fundo no decorrer deste
relatério.

I.1. Metdédos numéricos

Na fisica, é comum encontrar problemas em que pro-
curar uma solugao analitica é invidvel. Uma maneira
de contornar problemas desse tipo é com a utilizagao de
métodos numéricos. Estes sao adaptados para os mais
variados tipos de problemas. Desde algoritmos simples
para encontrar raizes de equacoes, como o método da
bisseccao ou o de Newton-Raphson, até metédos para re-
solver equagoes diferenciais de segunda ordem em proble-
mas de valor de contorno, como o metédo das diferencgas
finitas. A idéia é obter solucbes aproximadas para nossos
problemas, e em alguns casos até a solugéo analitica [1].

Estes metdédos facilitam a compreensdo e andlise de
sistemas complexos. Muitas vezes utilizados mesmo
para problemas com solugoes analiticas, os metddos
numéricos poupam tempo em problemas que envolvem
muitos célculos. Uma sequéncia de passos deve ser to-
mada, e conciliando tais algoritmos com uma linguagem
de programacao fica facil resolver analises complexas em
poucas linhas de cédigo.

O célculo numérico surge diante da falta de ferramen-
tas matematicas avancadas para prosseguir com o estudo
de um modelo. A ideia é, ao invés de simplificar o pro-
blema para sistemas solucionaveis de forma analitica, uti-
lizar aproximagoes para prosseguir com o estudo do sis-
tema. Essas solugbes dos metédos numéricos sao apro-
ximagoes que podem ser melhoradas a custa de esforgo
computacional [1].

I.2. Mecanica Classica

A mecéancia cldssica se refere as formulacoes mecanicas
pré-relativisticas: a mecanica newtoniana, mecanica la-
grangiana e a mecanica hamiltoniana. Neste relatério sao
utilizados varios conceitos da estruturagao newtoniana e
sao introduzidos conceitos do formalismo lagrangiano na
andlise de problemas especificos [2].

A mecanica lagrangiana baseada em um formalismo
escalar é util pois a anélise vetorial das equacoes descritas
pela segunda lei de Newton formam sistemas complexos
em que a solucao nem sempre é trivial. A equacdo de
Lagrange é introduzida nesse sistema, ela se d4 por [2]

() -0 (1)
dq;  dt \ 9q;
onde, a lagrangiana £ é definida como a diferenga entre
a energia cinética T e a energia potencial V' do sistema
na forma £ =T —V, g; sao as coordenadas generalizadas
et é o tempo [2].
Nesse sentido, seu estudo é de extrema importancia
para aprimoramento das ferramentas matématicas além

de ser possivel abordar problemas com maior complexi-
dade.

I.3. Teoria do Caos

Temos precisdo e tecnologia suficiente para feitos
incriveis nas mais diversas dreas do conhecimento, en-
tretando temos dificuldades de prever o clima de pou-
cas semanas adiante. Em 1961, Edward Lorenz estudava
modelos climéticos e conseguiu encontrar um sistema de
equagoes diferenciais representando o estado de um fluido
em convecgao térmica, utilizado como protétipo do es-
tado atmosférico da terra, que era capaz de simular a
mudanga do clima dia a dia a partir de varidveis como
vento e temperatura [3]. As simulagées iam bem até que
ele precisou recriar uma sequéncia de dias e para pular
etapas resolveu pegar os dados sobre vento e tempera-
tura de um determinado dia. Os resultados apds alguns
dias eram totalmente diferentes dos obtidos na simulagao
anterior e depois de checar que seus metédos numéricos e
aparatos computacionais estavam em ordem, achou uma
particularidade interessante. Seu computador imprimia
apenas alguns digitos decimais sobre as condi¢oes do am-
biente de um determinado dia e ele percebeu que os di-
gitos que nao era disponibilizados inicialmente eram pri-
mordiais para a solugdo do sistema [4].

Percebeu ai um fenémeno que ficou conhecido como
efeito cadtico, que apesar de nao ter uma definigao exata,
esta relacionado com sistemas em que as condigoes ini-
ciais das variaveis envolvidas influenciam de maneira
tal que dadas condigOes iniciais parecidas nao encontra-
mos solugoes parecidas apdés um determinado valor do
parametro associado [5]. A prépria previsdo do tempo,
sistema estudado por Lorenz, é um exemplo desse efeito.
Como as condigoes que temos para esse sistema nao
sao precisas, conseguimos prever o comportamento da
solugcao para poucos dias, entretanto nao é possivel pre-
ver o seu comportamento a longo prazo [4].

Exemplos de problemas que envolvem andlises de caos
sao os de péndulos duplos e triplos e o problema de 3
corpos, entre outros. A teoria do caos atualmente é um
importante ramo da Fisica Matematica e a modelagem
e compreensao desse efeito permite maiores precisoes em
previsoes do tempo, crescimento populacional, variagoes

Cont.
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no mercado financeiro e movimentos de placas tectonicas,
entre outros [4]. Além de complexo, o estudo dessa teoria
é extremamente interessante e atrai a atencao do publico
leigo, como no famoso efeito borboleta que Lorentz des-
creve em uma de suas publicacoes em 1963, Deterministic
Nonperiodic Flow, One meteorologist remarked that if the
theory were correct, one flap of a sea gull’s wings would
be enough to alter the course of the weather forever. The
controversy has not yet been settled, but the most recent
evidence seems to favor the sea gulls [6]. Fenémenos tao
diferentes e, a principio, incopreensiveis tornam-se assun-
tos de interesse e podem atrair investimentos e pessoas
para estudos relacionados a ciéncia e tecnologia.

II. OBJETIVOS

Os objetivos deste trabalho estao relacionados prin-
cipalmente com a integragao numérica das equagoes de
movimento. Espera-se que o aluno candidato seja capaz
de cumprir os seguintes objetivos:

e implementar um programa que resolva o problema
de 3 corpos de forma eficiente e interativa com o
usuario.

e estudar diferentes tipos de orbitas possiveis.
e verificar o comportamento caético do sistema.

e estudar e entender a importancia deste tipo de in-
teracdo em sistemas astrofisicos (sistemas bindrios,
aglomerados de estrelas) e aeroespaciais (satélites
artificiais, missoes de pesquisa, etc).

III. METODOLOGIA

Nessa sec¢ao, discutiremos algumas relagoes impor-
tantes a respeito do formalismo lagrangiano e sobre
forga central, além de uma andlise sobre alguns metédos
numéricos de resolucao de equagoes diferenciais or-
dindrias (EDOs).

II1.1. Forca Central

No estudo de mecanica cldssica surge um conceito co-
nhecido como forga central. Dizemos que uma forga F
é central, quando, em qualquer instante, tem sua linha
de atuacao passando em um ponto O fixo, o centro da
forca. Nessa situacao é possivel escrever a forga como
F = F(r)f, onde r é o vetor que leva o ponto fixo O até a
posicao, I é o vetor unitario de mesmo sentido e diregao
de r e F(r) é uma fungdo que determina o mdédulo e
sentido da for¢a. Um exemplo de forca central é a forga
gravitacional. Em alguns sistemas é possivel negligenciar
a interacgao de outros corpos e adotando apenas um corpo
gerador de forgas, analisar esse sistema como um campo
central de forgas [7].

Para estudar algumas propriedades desses sistemas
com forca central, iremos demostrar primeiramente a
conservagao de algumas propriedades.

III.1.1. Momento angular e velocidade aerolar

Temos a definicao de momento angular H da particula
interagindo com a for¢a central dado por [7]

H=r xmv, (2)

onde m e v sao a massa e a velocidade, respectivamente,
da particula. Podemos derivar essa quantidade em res-
peito ao tempo para obter

H=rxmv+4+rxmv=0, (3)

pois os dois termos sao multiplicagoes vetoriais de vetores
paralelos. No primeiro termo temos v X v e o segundo
termo se refere a r X F que pela definicao de forga central
tém o mesmo sentido.

Concluimos entao que o momento angular é um vetor
constante C e devemos analisar dois casos possiveis, C =
0 e C # 0. Analisando primeiro o caso de que C é o
vetor nulo temos pela (2) r x v = 0 e nesta situacao ou
r é paralelo a v e o movimento € retilineo, ou v=0er
constante, problemas sem interesse.

O segundo caso ocorre quando C é uma constante dife-
rente de zero e o movimento ocorre em um plano perpen-
dicular a H. Podemos concluir entdao que o movimento
central estd contido num plano que inclui o ponto fixo,
centro da forca e a partir dai, extrair uma relagao para a
velocidade aerolar do movimento nesse campo central.

A velocidade aerolar é a taxa na qual uma certa area A
é varrida durante a trajetéria do raio vetor como sugere
a Figura 1, onde dA é a fracao de area e dr é aproxima-
damente a fragao de arco percorrida se pegamos um df,
diferencial do angulo associado [7].

Figura 1. Visualizagao da relagdo entre r, dr e dA[7].

Utilizando a propriedade de que a norma ||a x b|| é
numéricamente igual a area do paralelograma descrito
pelos vetores a e b, temos dA = Ilr x drll /2 derivando em
relacao ao tempo em ambos os lados e manipulando os
termos com a equagao (2), ficamos com

H* = — = 2A, (4)

onde H* é definido como momento angular especifico [7].
Temos entdao uma relagao em que a taxa aerolar A é des-
crita como uma constante quando referente a forga cen-
tral. Falta ainda relacionar esses conceitos e obter uma
relagao para descrever uma trajetéria devido a forga cen-
tral.

Cont.
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1I1.1.2.  Aceleragao

O movimento ocorre em um plano como ja discutimos
anteriormente, podemos definir um versor e, radial na
direcao e sentido de r, um versor transversal e; perpen-
dicular a e, e 6 o angulo polar entre o eixo x e r. e; nao
necessariamente é tangente a trajetéria, mas é sempre
perpendicular a r.

A velocidade v = r, levando em conta que r = re,,
r sendo o moédulo de r, ja que e, foi definido como um
versor, pode ser escrita como

vV =71, + 7€, (5)

Com estamos utilizando coordenadas polares para au-
xiliar nosso problema é relavante relacionar nosso ve-
tor r de coordenadas cartesianas para polares na forma
r = a1+ yj = r(cos(0)i + sin(0))) e fica facil visualizar
que

é. = % (005(0)% + sm(ﬁ)j) . (6)

E essa derivada utilizando a regra da cadeia nos da
€, = —sin(0)0i + cos(0)07, (7)

Por construcao, e; é tal que em relacao ao vetor A—%
tem 6; = 90 — 6 e pode ser escrito como e; = —cos(6;)i +
sin(0;)] = —sin(0)i + cos()], pois 0 e §; sdo comple-
mentares. E podemos escrever

e't = 9et . (8)

A velocidade do corpo no plano escrita a partir de suas
componentes radial e tranversal fica na forma v = re, +
rfe; e sua derivada, a aceleracao a, é na forma

a = i'e, + rle, + r0e, + rbe, + ré,, (9)

nos levando ao célculo de €, = —cos(0)0i — sin(0)0) =
—be,..

Podemos entao simplificar a equagao (9) com as devi-
das substituicoes encontrando

a= (r - r92) e+ (27’“9' + ré) e (10)

Nesse momento, é adequado calcular o momento angu-
lar H em coordenadas polares fazendo o produto vetorial
H = r x mr. Escrevendo nossos vetores na base cartesi-
ana na forma r = x1 + y} + zk, temos

i gk
H=mdet |z y 2 | =m(yzr — ty) k = HE,
T Z

NN NEISY

com H e H* sendo o médulo do momento angular e do
momento angular especifico, respectivamente. E calcu-
lando gz — 4y temos [7]

= H* =12, (11)

3

J4 vimos em (3) que H = 0, entfio

d .. ) R
—(r?0) = 2ri 4+ r*6 = 0. (12)
dt

Observando na relagao (10), percebemos que o termo
de a; = 0, e temos uma expressao final para a aceleragao
devido & forga central como

a, = (i —rf%)e, = - (13)

111.1.3. FEquacgdo de Binet

Utilizando as relagoes derivadas anteriormente, iremos
agora encontrar a equacao de Binet. Ela é importante
pois descreve a trajetéria de um corpo num campo de
forga central. E necessério definir um operador 4/as [7].

Utilizando a relacdo (11) definida como magnitude do
momento angular, temos

mr2

dt = ——db 14
70, (14)
de onde obtemos o operador como [7]
d H d
a_H d 15
dt  mr2df (15)

Podemos entao aplicar esse operador sobre ele mesmo
obtendo a segunda derivada

d? H d H d
— = ([=_). (16)
dt2 mr?df \ mr2df
Dessa forma, se queremos a aceleragao radial #, pode-
mos aplicar esse novo operador em r e ficamos com

d>r H d(Hdr)

- mr2 df

ar_ 2 ¢ 1
dt? mr? do (17)

Lembrando de (13) que # —rf = F()/m, e utilizando (11),
podemos reescrever i como

d*r H? F(R)
A il 18
dt?  m2r3 + m (18)
Podemos agora igualar as segundas derivadas de r e
ficamos com

e [1 1 d ( H dr)]_F(r), (19)

m2r3 |mr  HdO \ mr2 do m

E conveniente, entao, fazer uma substituicao de

variavel ficando com u = 1/r, 47 /du = —r? e produzindo
a equacao
B a1 d (] F@)
m2 |m Hdo \mr2dudd)|  m’
e por fim a equagao de Binet [7]
H?u? d*u F(r)
v Uy 21
m? (u+ d92) m 1)

que descrevera a equagao da trajetéria para uma forca
central F(r) desejada.

Cont.
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IT1.2. Formalismo Lagrangiano

Para obter a equagao de Lagrange a partir do principio
de D’Alembert, é conveniente definir o conceito de
vinculo.

I11.2.1. Vinculos

As equacgoes de Lagrange sao convenientemente usa-
das parar descrever equagoes de sistemas que apresentam
restricao ao movimento das particulas. E adequado defi-
nir o que é um vinculo como uma restrigao de natureza
geométrica ou cinematica ao movimento das particulas
de um certo sistema. Essas restrigoes sao de carater ci-
nematico, sobre as posicgoes e velocidades das particulas
sistema, e antecedem a dindmica [8]. A formulacdo da
dinamica nesses sistemas precisa levar em conta essas
restrigoes. Por exemplo, se queremos descrever o movi-
mento de uma particula sobre uma superficie de equagao
f(z,y,2) = 0 no espago candnico, devemos lembrar sem-
pre que essas 3 coordenadas cartesianas estao relaciona-
das pela fungao f, e nao sao independentes entre si.

Ja vimos em II1.1.2 que o movimento de uma particula
sobre a agao de uma forca central se da em um plano, en-
tretanto essa caracteristica nao define um vinculo. O fato
do movimento se dar em um plano é uma solucao da se-
gunda lei de Newton aplicada sobre essa particula quando
definimos mv = F. O plano é inclusive diferente de
acordo com a condigbes iniciais analisadas no problema,
diferente do exemplo j& utilizado para o movimento em
um plano, pois independente do PVI (problema de va-
lor inicial), a particula deve estar sempre sobre o plano
flay,z) =0 [9).

Um outro exemplo de vinculo é um sistema que iremos
estudar melhor ainda na préoxima secao desse documento,
o péndulo duplo plano. O péndulo duplo consiste no
acoplamento de dois péndulos simples, com massas mq,
de coordenadas (z1,y1) no sistema de coordenadas da
figura, e mo, de coordenadas (x2, y2), presas em fios ideais
de comprimento l; e I, respectivamente, como sugere a
Figura 2. O sistema pode oscilar entao em torno de um
ponto de suspensao na origem sob a agao de um campo
gravitacional g [8].

m2 (x2,y2)

Figura 2. Visualizacao do esquema do péndulo duplo plano.

E claro ver que as coordenadas (z1,y1) e (x2,y2) nao
sdo independentes entre si. Como as hastes tem compri-
mento fixo, a distancia de m, até a origem é sempre Iy,

logo 23 + y3 = 2. Analogamente, a distancia entre m;
e my é igual a Iy e temos (vg — x1)? + (y2 — y1)? = 3.
Nesse caso, temos entao duas equagoes de vinculo que
descrevem nosso sistema de uma forma adequada [8].
Podemos ainda definir, para N coordenadas gerais
&1, &, ...& N nao especificas que definem a configuracao do
sistema, o conceito de vinculos holénomos se eles forem

todos na forma f(&1,82,...6n,t) =0 [2].

1I1.2.2.  Deslocamento virtual e Principio de D’Alembert

Surge ainda o conceito de deslocamento real e virtual.
O deslocamento real dr; é o deslocamento que a particula
1 sofre em uma passagem de tempo dt de acordo com as
restrigoes de movimento impostas pelo sistema. Agora
um deslocamento virtual ér; é um deslocamento de uma
posicao r; no instante ¢ compativel com o vinculo até
uma outra posicao r; + or; também compativel com o
vinculo no mesmo instante ¢ [2].

Admitindo que o sistema estd em equilibrio com a forca
sobre cada particula F; sendo igual a zero pelo principio
dos trabalhos virtuais, tiramos que (F;,dr) = 0, sendo
(a,b) o produto escalar entre a e b, ou seja, que o tra-
balho virtual da forca F; sobre o deslocamento virtual
é nulo. E como isso ocorre para todas as N particulas
temos [8]

N

> (Fi,6r) = 0. (22)

i=1

Podemos ainda escrever F; = Fga) + f;, com Fga) sendo
a forca aplicada sobre uma particula ¢ e f; as forcas de
vinculo relacionadas. Por exemplo, em um péndulo sim-
ples temos sobre a massa m que oscila, uma forga P peso
e uma forga T de tragdo. A forca peso é justamente a
forga aplicada ou forga ativa, enquanto a tragao é a forga
de vinculo. E T que mantém a massa sempre a uma
distancia entre m e o ponto de oscilagao igual ao tama-
nho da corda. O peso é justamente a forca responsivel
pela oscilagao da massa, se nao houver P nao ha movi-
mento [8].

Supondo os vinculos ideais por definicao o trabalho
virtual das forcas de vinculo é igual a zero. E utilizando
(22) associado & relagéo entre F;, Fl(-a) e f; temos

N

S T(FY or;) = 0. (23)

i=1

Agora, analisando o caso dinamico podemos escrever

que o momento linear da particula ¢, da segunda lei de
Newton, é

p;=F, =F" 11, (24)

e dai utilizando que o trabalho virtual das forcas de
vinculo ideais é zero novamente chegamos ao chamado
principio de D’Alembert [2]

N

S (p; — FiY,ory) =0, (25)

i=1

Cont.
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passo importante na obtengao da equagao de Lagrange.
E relevante agora discutir as vantagens da utilizagao das
equagoes de Langrange em relagao a utilizagao da for-
mulagao newtoniana usual.

Na descricao newtoniana de um sistema de particulas é
necessario utilizar todas as componentes do vetor posigao
na obtencao das equagoes de movimento. Se 0 nosso sis-
tema estd sujeito a vinculos estamos utilizando mais co-
ordenadas que o necessario, pois se ha vinculos essas co-
ordenadas nao sao independentes. Outro ponto é que nas
equagooes newtonianas € necessério utilizar a forca resul-
tante sobre uma particula, ou seja, o fator da forca ativa e
o das forgas de vinculos. A formulacao lagrangiana tem
duas grandes vantagens justamente nesse sentido, pois
s6 € necessario utilizar o nimero de coordenadas inde-
pendentes para descrever o movimento do sistema, sem
precisar utilizar varidveis que descrevem o vetor posicao
das particulas do sistema. Na formulacao lagrangiana, as
forgas de vinculo nao entram e a analise é feita somente
nas forcas aplicadas que sdo efetivamentes responsaveis
pelo movimento das particulas do sistema [8].

O principio de D’Alembert, apesar de ser uma analise
importante nao é 1til para analisar as equagoes de movi-
mento das particulas do nosso sistema.

I111.2.3.  Coordenadas generalizadas

Para alcancar o objetivo de expressar o principio de
D’Alembert apenas em funcao de deslocamentos virtuais
independentes é necessério introduzir as coordenadas ge-
neralizadas que devem respeitar as propriedades a seguir:

e devem ser independentes entre si;

e caracterizam univocamente a configuracao do sis-
tema em um determinado instante;

e tornam os vinculos indenticamente satisfeitos.

Para exemplificar essas coordenadas generalizadas re-
tomaremos ao exemplo do péndulo duplo plano, carac-
terizado na Figura 2, com os vinculos 22 + y? = 2 e
(v9—m1)2+ (y2 —y1)? = [3. Nao é preciso utilizar as qua-
tro coordenadas para descrever o nosso sistema pois com
as duas restricoes de movimento, temos apenas duas que
sao independentes. Introduzindo 6 e 6 como o angulo
que I; faz com a vertical e o angulo que I faz com a verti-
cal, respectivamente, temos a descricao do nosso sistema
para qualquer configuragao em um dado momento, sendo
independetes entre si e com as identidades dos vinculos
satisfeitas [8].

Em termos das novas coordenadas 0, e 05 a posigao
das massas é descrita de forma que

r1 = llsin(91>

y1 = —lycos(b)

2o = lysin(01) + lasin(62) (26)
ya = —l1cos(01) — lacos(0s)

e substituindo essas relagoes nas equagoes de vinculos
temos que [3(cos(61)? + sin(01)?) = 2 e 13(cos(62)* +

sin(62)?) = I3 que sdo vélidas para qualquer valor de
01,2

Temos entao que as condigoes de vinculo nao impoe ne-
nhuma restrigao para os valores de 0; e 05 e sao chamados
coordenadas generalizadas [8].

Suponhamos que todos os p vinculos de um sistema
sao holonomos na forma

fl(r17r23 "'avat) =0
(27)

fN(I']_,I'Q,...,I'N,t) =0

e sejam coordenadas generalizadas g¢i,...,q, (com o
ntmero de graus de liberdade n sendo calculado como
n = dim(E)N — p e dim(FE) sendo dimenséo do espago)
tais que a posicao de cada particula seja especifica-
mente na forma r; = r;(q1,...,qn,t) e tal que todos os
vinculos sao identicamente satisfeitos. Agora utilizando
esse conceito de coordenadas generalizadas no principio
de d’Alembert poderemos expressar o deslocamento vir-
tual de dr; em termos dos deslocamentos virtuais das co-
ordenadas generalizadas dq;, independentes entre si pela
definigao dessas coordenadas.

II1.2.4. Equacdo de Lagrange

Para obter o principio de d’Alembert na formulagao da
equagao de Lagrange, devemos relacionar dr; com dq; de
forma que [2]

or; = - (28)
k

N & Or; al (a) Or;
i(Vi, 5—)0q), = FiY —)oqr, (29
D> milvii g oae =33 (B, 5 Doan, (29)

e definindo a k-ésima componente da forca generalizada
Q. como [§]

N n n
> milvi, ZTTW% = Qidgx. (31)
' k=1

Analisando o primeiro termo de (31), obtemos a iden-
tidade na forma

N n
. 8ri _ d 8I‘i
ggwm%y%wxmm@”+

i=1 k=1 (32)
< d 81‘7; >
— Mi\Vi, 7 .
mn dt \ Oqx
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Utilizando a relacdo de que r; = r;(q1,-..,qn,t) e deri-
vando r; em respeito ao tempo chegamos em

or; qu 81’Z
Z < Oqp, di ot’ (33)
e portanto
aVi 8ri
— = . 34
g Oqx (34)

Por fim, o ultimo termo de (32) pode ser escrito como
d ([ Or; "0 [Or; .
it (5a) = 2 o () +
que pode ser manipulado na forma
d 0 f 0 [ . a i
d ( r ) B Z r; ri | (36)
AN s P g

E observando que o termo entre colchetes é o mesmo de

(33), temos
d 8r,- 8Vi
— = . 37
t (8%) gy, (37)

0 Ori

ot 0g:” (35)

Voltando em (32) é possivel substituir (34) e

ficamos com
d 8Vi
ogom = 5 (mitvi 570 ) +

szz 0,
i=1 k=1
— Mi\Vi, 7 P
Ut Oqx.
que, com |v;| = v;, pode ser escrito como

szz Vu 5% -

i=1 k=1 (39)

d (9 (mpv? 9 (m; ,
i (o (5 )) g (50)

Isso nos permite entdo, utilizando (31) substituir o
termo (39), fazendo que a soma das derivadas é a de-
rivada da soma, temos

ZQk5Qk~:
al miv? 0 [mi o 5
‘Z 7 275 )) e (o)

E encontramos a energia cinética do sistema como T =
N 2 . . ~
Doimymivif2="T(q1,q1, -, Gn,Gn,t). Entdo

S L (OE) 0L,
& e \oge)  oue "

(37) e

(38)

5q}c = 07 (41)

e como por hipotése todos os dq; sao independentes, essa
equagao s6 pode ser satisfeita se os coeficientes que mul-
tiplicam g sdo zeros. E ficamos com n equacgdes na
forma, com k =1,...,n [§],

d (0T oT
() g, 42
t(aq.k) oo (12)

E possivel entretanto, encontrar uma expressao para
quando as forgas aplicadas sao conservativas e podem
ser escritas em funcao da energia potencial V' como

FZ(»a) = —ViV(ri, ceey I‘n)7 (43)
em que o gradiente V; é escrito como V = 19 /ox;450 /oy, +

k9/az; e nesse caso reescrevemos @, realizando o produto
escalar de (30) como

- (a) axz 8:% azi
= F F° F
o ZM( D E g P ) a0

que por (43) e a regra da cadeia nos d&

ov
Q=5 (45)

Substituindo (45) em (42) e passando todos os termos
para um mesmo lado da equagao temos

4 (5T> Y r_vy=o, (46)

O Iqr

e levando em conta que por (43), V' é uma fungéo apenas
das coordenadas generalizadas, e nao de suas velocidades
generalizadas, é possivel definir uma fungao de Lagrange
ou lagrangiana como [2]

L=T-V, (47)

e obtemos a equagao de Lagrange para os n graus de
liberdade como [2]

d (0L oL
L) 9% 18
1 (aCjk> Oqx, (48)

que vale sob as hipdtes do principio de d’Alembert ja
discutidas.

II1.3. Metédos Numéricos

Os problemas na modelagem de sistemas envolvem
muitas vezes limitagbes matematicas sobre resolugao
analitica de alguns sistemas como ja discutimos em I.1.
No nosso caso, a andlise do movimento requer a solucao
de equacoes diferencias ordinarias e nessa secao anali-
saremos alguns algoritmos de solucao aproximada. Na
analise de resultados iremos ainda testar a eficiéncia des-
ses metddos e escolher um adequado para utilizar no de-
correr dos problemas desse relatério.

Cont.
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II1.3.1. Metdédo de Euler de primeira ordem

Este metodo aplicado em uma equacgao diferencial de
primeira ordem do tipo

y=flzy), (49)

se baseia em dizer que para um determinado valor de vy,
Yk+1, Sua solugdo como aproximagao linear seria [1]

Ykt1 = Yk + Uke, (50)

tal que € seria um passo, ou seja, a distancia entre o xj41
e x, da forma que

Th+1 = Tk T €, (51)

e sabemos g utilizando yi e xj pela definicao da equagao
diferencial (49) [1].

Partindo de um ponto inicial £k = 1 tal que temos seu
valor (21,y1) definido no PVI, é possivel, com (49) cal-
cular sua derivada g e utilizando (50) e (51) encontrar
(z2,y2) e a cada iteragdo seguir esses passos para encon-
trar uma solugao para um x desejado.

Este metdédo é de primeira ordem, ou seja, o erro acu-
mulado é na ordem de € e apresenta um erro de con-
vergeéncia alto, entretanto utilizando um passo € pequeno
a aproximagao linear utilizada em (50) é boa para andlise
de muitos problemas. O algoritmo, utilizando MATLAB
[10], para o método estd disponibilizado na pagina do
aluno no site da orientadora (capa) como cod16-1-1.

111.3.2. Metédo de Adams—Bashforth de seqgunda ordem

O método de Adams—Bashforth para resolugao de
equagoes diferenciais do tipo (49) é uma variacdo do
metddo de Euler em que se utiliza além da derivada an-
terior y;_1 para a aproximacao de Y42, a derivada yy.
Essa correcao é suficiente para uma convergéncia mais
fiel para a solucao da EDO como iremos ilustrar nos re-
sultados [11].

O metodo aqui utiliza a mesma defini¢do de g9 =
Zg+1 + € como em (51) pois iremos tratar apenas apro-
ximagoes para pontos equidistantes. Entretanto, ygio é
definido como [11]

3. 1.
Y42 = Yg+1 + S Uk+1€ = SYkE (52)
E novamente, y, = f(zx, yx) como indica (49).

Este metddo é de segunda ordem, entretanto, pode-se
utilizar ainda mais de duas derivadas anteriores para a
aproximacao e isso faz com que o erro seja ainda menor,
aumentado a ordem desse metddo, entretanto para as
andlises desse projeto parcial, apenas os termos analisa-
dos foram suficientes. O algoritmo, utilizando MATLAB,
para o método estd no site (capa) como cod16-1-2.

111.8.8. Método de Runge-Kutta de quarta ordem

Existe um grupo de métodos da familia dos métodos
de Runge-Kutta. Nesse exemplo analisaremos o método
classico de quarta ordem em que para EDOs do tipo (49),

temos 11 definido como em (51) e yg+1 é construido
como [1]

€

Yk+1 R Yk + 5 (t1 + 2ty + 2t3 + t4), (53)
com
ty = f(xr, Yr)
to :f(xk+€/2ayk+€/2tl) (54)
ts = f(zr +5/2,yx + /2t2)
t4 = —llf(l‘k + &, Yk + €t3)

Dessa forma, yry1 ¢ aproximado a partir de uma
aproximacao linear com a inclinacao sendo uma média
ponderada de inclinagbes nos pontos entre o segmento
[k, Zg41], sendo [1]

e {1 a inclinacao da curva em xg;

e {5 a inclinagao no ponto médio do intervalo, ou seja
para i + £/2 utilizando o método de Euler para
definir o y do ponto;

e {3 novamente a inclinacdo em xx+-¢/2, mas dessa vez
utilizando t2 como inclinagao no método de Euler
ao invés de tq;

e t4 é a inclinagao no final do segmento, quando te-
mos Ty utilizando a aproximacao linear com t3
para definir o y utilizado em (49).

O algoritmo, utilizando MATLAB, para o método esta
no site (capa) como cod16-1-3.

111.3.4. FEquacdes com derivadas de ordem n

Esses metddos de resolucao de EDOs de primeira or-
dem podem ser utilizados para resolver equacoes diferen-
ciais de ordem superior quando a devida manipulagao ¢
aplicada. E possivel reescrever uma equagao diferencial
de ordem n como um sistema de n equagoes diferenci-
ais de primeira ordem. A resolucao simultanea dessas
equagoes nos dé a solugao numérica para o sistema.

A utilizagao desse método é exemplificada durante o
teste de eficéncia dos metddos propostos nesta secao.

IV. RESULTADOS

Neste topico iremos discutir aplicagoes dos conceitos
vistos na metodologia no avango do estudo e do entendi-
mento do problema numérico de 3 corpos.

IV.1. Problema de Kepler

Neste tépico iremos discutir o problema de dois corpos
interagindo gravitacionalmente, obteremos a equagao da
elipse para descrever o movimento dos corpos e em se-
guida, utilizando a equagdo de Binet (21), veremos que
esse resultado condiz com a andlise feita sobre forca cen-

tral. . . . . .
lnal;mmelramente, a partir da Figura 3, da lei da gra-
vitagao universal de Newton e da segunda lei de Newton

Cont.
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Figura 3. Representacao do problema de Kepler.

é possivel escrever as derivadas das posi¢oes x; das mas-
sas m; como

Gmjzi

7, (55)

%= —

3 ’]"2
com G sendo a constante de gravitagao universal, e r =
X1 —Xso e 7 é 0 vetor unitario. Podemos dai escrever ainda

_ks

r= 7,
2

(56)
com p = G(mz + mq).

Utilizando o conceito de momento angular especifico
ja visto em associagao de (2) com (4) escrevemos

H* =r x 1, (57)

e ja vimos em (3) que sua derivada é 0 pois I || Fer || ¥
pela definicdo da forga gravitacional em (55). E con-
cluimos novamente o que o movimento ocorre no plano
perpendicular a H*.

Escrevendo r = 77, podemos calcular H* como

H* = r# x %(rf) =rix (rf+7) = (58)
= 7 X 7+ 17 X 7 =1 x 7

Podemos ainda calcular ¥ x H* e utilizando a propri-
edade vetorial de que, dados vetores u, v e w, temos
u x (v xw) = (u,w)v — (u,v)w podemos escrever a
relagao

e sabendo que (#,7) =1l equer L 7 ficamos com
P x H* = pf. (60)

Integrando ambos os lados de (60) temos H* e p cons-
tantes e portanto

rx H* = uf + ¢, (61)

com ¢ sendo um vetor constante.
Calculando por fim (r, (f x H*)) com (61) temos

(v, (£ x H*)) = plr, 7) + (r, ¢) =

2
= pr + yreos(), (62)

onde v é o médulo de c, e 6 o angulo entre o vetor c e r.
Isolando r e utilizando que (u, (v x w)) = ((u X v), w)
ficamos com a relagao

_ ((r x 1), H*) B (H* H*)
"7 W cos(0) ot yeos(6) (63)

e definindo p = IIH*|I/, como semi-latus rectum da elipse
e € = 7/, ficamos com

p
Ty ecos(6)’ (64)

equacgao da elipse em coordenadas polares. Logo uma

particula move em érbita eliptica relativa a outra.

E relevante entender o comportamento da érbita em
fungao da constante de excentricidade ¢ escolhida para re-
presentar substituir na equagéo (64) e temos essa relagao
na Tabela 1. Vemos, entao, que o vetor constante ¢ é um
do parametros iniciais relacionado com a energia.

Tabela I. Tipo de 6rbita em fungéo da excentricidade e [7].
e=0
0<e<l1

Parabdlica |e =1

Circular

Elipse

Hiperbdlica|e > 1

Em I1.1.3 obtivemos a equagao de Binet que descreve a
trajetéria de uma particula para uma determinada forca
central F(r). Substituindo a equagdo da elipse encon-
trada podemos verificar se o tipo de forga é condizente

com a forga gravitacional do tipo ¢(r) = k5. Relem-
brando a equagao de Binet nos déa
H?u? d*u F(r)
v Rl 65
m? (u + d92> m (65)

Podemos calcular d*u/da¢* utilizando (64) e relembrando
a substituicdo u = 1/r. Ficamos com

d*>v  d* (1+ecos(0) d (—esin(9)
o () ()
ecos(6)

P

(66)

Substituindo em (65) com as alteracoes de varidveis
temos

F(r) _ H?u? (1+4ecos(d) ecos(9)\ _ H*u?
m m? p p )

m2
(67)

e portanto, encontramos a relagdo entre a forga central
F(r) que impde essa trajetdria e r na forma de

F(r) o« —, (68)

assim como a forga gravitacional na formulagao da lei da
gravitagao universal de Newton.
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IV.2. Eficiéncia dos metédos numéricos

Neste tépico iremos comentar a eficiéncia dos métodos
de resolucao de EDO discutidos em II1.3. Foram separa-
dos dois tipos de problema, os primeiros sao resolugoes de
PVI de EDOs de primeira ordem com solucao analitica
conhecida. E em um segundo momento, essa andlise é
feita também para EDOs de ordem 2.

1V.2.1. EDOs de primeira ordem

O codigo disponibilizado no site como codi16-1-4
faz uma analise do erro das solugoes aproximadas dos
métodos discutidos em III.3 para solucao de diferentes
diferentes equagoes diferenciais de primeira ordem.

Para exemplificar neste relatério, iremos discutir ape-
nas a andlise de uma dessas solugoes de EDO, com a
equacao

§ =2y + %™, (69)
com condigao inicial y(0) = 0.5. A solugao analitica para
esse problema ¢é y = (z3¢%*)/3+0.5. Foram utilizados os
metddos para diferentes valores de passo h = ¢ e podemos
obter os gréficos ilustrados na Figuras 4 e 5.

7 T T T T T T T T T

Solugio analitica: y=(x* e )3 +0.5 &>
6k | ———RungeKutta
— — — Adams-Bashforth

— — — Euler )

Figura 4. Solucao numérica de (69) com os metédos estudados
para h = 0.1.

7 T T T T T

Solugio analitica: y=(x* 63 +0.5 &>
— — — RungeKutia
8 | — — - Adams-Bashforth A

— — — Euler /

Figura 5. Solugdo numérica de (69) com os metédos estudados
para h = 0.00005.

E perceptivel que o erro da nossa solugao aproximada
aumenta com h. E conveniente observar o erro ponto a
ponto da malha de pontos aproximados e tentar entender
algum padrao. As Figuras 6 e 7 mostram exemplos dessa

anédlise e sao indicados os maiores erros relativos associa-
dos ao determinado h, tal que o erro relativo é calculado
na forma

SOlaprox - SOlanal
SOlanal

Erel == ) (70)

em que Solgprox ¢ a solucao obtida utilizando os métodos
estudados e Solynae; é a solugao analitica do problema.

Runge-Kutta

E,, Euler=2.793468e-03 (h=0.00100 ) Euler
Adams-Bashforth

2.5F

8ol )

anal

E,, RK45=1.960587e-03 (h=0.00100 )

- Sol

aprox

Erro: abs({Sol

0.5F

E, Adams= 9.512299e-06 (h=0.00100 )
L L

0 01 02 03 04 0.5 06 0.7 08 09 1
h

o

Figura 6. Erro ponto a ponto da malha para h = 0.001.

0.14 T T T T T T T T T
Runge-Kutta
————————————————— Euler
. 012p E, Euler= 1.252491e-01 (=0.05000 ) Adams-Bashforth | 1
5
_5
5
2B RS g
=
5
o e
v 0.08F Em RK45= 8.491914e-02 (h=0.05000 ) 1
f
g
£
<" 006 4
<2
k1
| ooap ]
5
o Em Adan; 06423e-02 (h=0.05000 )
U e~ It |
F -
0 L . . . . \ . \

Figura 7. Erro ponto a ponto da malha para h = 0.05.

Concluimos dai um padrao no aumento do erro de
acordo com h que é demonstrado na Figura 8 em que
os erros maximos associados a h dos métodos de Eu-
ler e Adams-Bashforth satisfazem de forma qualitativa o
ajuste de reta feito pela funcao polivat do MATLAB [10].

0014

®  Euker
e  Runge-Kutta

0012| @  Adams-Bashforth

2.76564 h +0.00002

44.36684 h* + 16.61851 h” + -6.09666 h” + 1.96667 h+ 0.00000
0.01- 9.38529 h + 0.00022 h + -0.00000

0.008

Erro maximo relativo

0.002

0 -— o . PO 'Y
0 o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
h x10°%

Figura 8. Comportamento polinomial do erro méximo em
funcado de h dos métodos numéricos para 0 < h < 0.005.
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Os métodos de Euler e Adams-Bashforth se mostram
condizentes com a teoria. O método de Euler, sendo de
primeira ordem tem o erro maximo relativo acumulado na
ordem de h enquanto o método de Adams-Bashforth de
segunda ordem tem o erro total acumulado na ordem de
h? como as retas de ajustem demonstram. J4 o método
de Runge-Kutta apresenta erros diferentes dos esperados
na teoria, demonstrando que possivelmente existe algum
erro na implementacao do método, entretanto este nao foi
verificado a tempo para solugao neste relatério. Veremos
ainda que esse fato se repete para a andlise do método de
Runge-Kutta para solugoes de EDOs de ordem superior
€cOmMO veremos no proximo tépico.

Analisando também o gréfico de erro méximo em
funcao de h das outras EDOs analisadas temos as Fi-
guras 9 e 10 e podemos observar o comportamento poli-
nomial do erro em fungao de h, condizente com a ordem
de grandeza do erro, para Euler e Adams-Bashforth.

%1073

® Euler
® RungeKutta |
® Adams-Bashforth

1.62810 h +-0.00000

-46.49582 h* + 0.27772 h* + -0.10789 h? + 0.27097 h + -0.00000
1.95662 h” + 0.00006 h + -0.00000

o«

~
T

)
T

o
T

Erro maximo relativo
s
T

5

45 5
h %102

Figura 9. Comportamento polinomial do erro méximo em
funcéo de h dos métodos numéricos para a EDO ¢ = 2% —4x+3
e PVI y(0) =1.

45—”0'3

®  Euler %
4t e RungeKutta

®  Adams-Bashforth

0.85779 h +-0.00000

-0.14443 h + -0.04780 h* + -0.35715 h* + 0.42857 h + -0.00000

1.00000 h? + 0.00000 h + -0.00000

Erro maximo relativo

0 Py Y L L o

a 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
h %102

Figura 10. Comportamento polinomial do erro maximo em
funcdo de h dos métodos numéricos para a EDO ¢y = —¥/z e
PVIy(1) = 2.

1V.2.2. EDOS de segunda ordem

A andlise aqui é feita analogamente ao caso anterior.
Dessa vez dividimos a nossa equagao diferencial de se-
gunda ordem em duas equagoes diferenciais de primeira

ordem realizando uma susbtituicdo. A principio temos

@Zf(%y,:l)), (71)

e definindo yp = y e y; = ¢ podemos escrever a EDO em
notagao matricial a partir de X = [yo y1]7 como

X=|% |- (1
Y1 f(xay()ayl)

e a solucao desse sistema para gy nos da a solugao da
EDO (70). Os cédigos com essas adaptacgoes sdo os
cod16-1-11, cod16-1-12, cod16-1-13 e cod16-1-14.

Utilizamos esse método de substituigao, é possivel usar
0s métodos numéricos estudados e podemos comparar no-
vamente o erro dessas solugdes para determinadas EDOs
e PVIs. O cod16-1-5 do site faz essa analise para EDOS
differentes, entretanto iremos analisar aqui apenas um
desses casos, o da EDO

i = 24y, (72)

tal que y(—1.5) = 15.89858 e y(—1.5) = 199.85004, que
nos dé como resultado y = tan(z) + 30.

Com os métodos numéricos obtemos o grafico da Fi-
gura 11. Novamente o h — 0 indica qualitativamente que
o erro é menor.

Solugdo analitica: y=tan(x)+30 (
u

a0 | — — — Adams-Bashforth #,

— — — Euler
35F 4

20

Figura 11. Solugdo numérica de (71) com os metédos estuda-
dos para h = 0.01.

Dai podemos também analisar os erros maximos relati-
vos associados ao h para todos os pontos da nossa malha

como su%ere a Figura 12. 3 .
A partir desses dados é possivel novamente analisar

a linearidade dos erros a partir do método polivat para
ajustar a reta de erro maximo associado a h. Esta é
demonstrada na Figura 13.

A partir dessas andlise, é conveniente utilizar para re-
solver eventuais EDOs o método que se mostrou mais
estdvel nos contextos analisados, o de Adams-Bashforth.

Iv.3.
Estudaremos aqui, algumas aplicagoes do formalismo
lagrangiano. Problemas & primeira vista complicados se
demonstram simples quando utilizamos o formalismo no
contexto adequado.

Aplicagao do formalismo lagrangiano
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Figura 12. Solugao numérica de (71) com os metédos estuda-
dos para h = 0.002.

0045l [ ® Euer

® RungekKutla

e Adams-Bashforth

23.90524 h + 0.00026

| -8704.58565 h' + 703.62162 h° + -14.67276 h + £.45631 h + -0.00000
——— 164.19439 h + 0.00858 h + -0.00000

Erro maximo

h x10°3

Figura 13. Comportamento polinomial do erro maximo em
fungdo de h dos métodos numéricos para 0 < h < 0.0002.

1V.3.1.
O problema do péndulo com suporte livre é contextu-
alizado pela Figura 14. Queremos analisar as equagoes
que descrevem o movimento desse sistema. Temos um
bloco de massa M na posi¢do (z1,y1) podendo deslizar
em z e acoplado a ele, um péndulo simples com fio ideal
de comprimento ! e um corpo em (xs,y2) de massa m na
ponta podendo oscilar.

Péndulo com suporte livre

V=0 X
(6]

Figura 14. Esquema do péndulo com suporte livre.

Devemos identificar quais os vinculos que esse sistema
tem que respeitar e se sao holonomos. Primeiro, a massa
M tem que estar sempre em y = 0 e a distancia entre
a massa M e m tem que ser igual ao comprimento da
corda [. Tais vinculos sao holénomos pois podem ser
escritos como fungoes apenas de suas posicoes iguais a
zero. Temos entao que

y1 =0e (xg—x1)2+(y2—y1)2—l2=0; (73)

O numero de graus de liberdade n para o sistema
de N particulas, estd relacionado com a dimensao do
espago dim(E) e com o numero de vinculos p por n =
dim(E)N — p, ou seja, para esse sistema n = 2. Esses
dois graus de liberdade estao justamente no movimento
de M ao longo de x e na oscilacao de m. E conveniente
utilizar como coordenadas generalizadas ¢ =6 e go = =
como representadas na figura, as coordenadas (z;,y;) sao
escritas entao na forma

r1 =
y1=0

74
x9 = x + lsin(f) (74)
Yo = lcos(0)

E as equagoes de vinculo sao satisfeitas entao identica-
mente para qualquer valor de x e 6.

E necesséario agora escrever as energias do sistema e
entao escrever a fungao de Lagrange £ para substituir na
equacgao de Lagrange e obter as EDOs que descrevem o
movimento dos nossos corpos. Podemos obter a energia
cinética T' e a energia potencial V' como

M .
T="2"+ @(fzz + t22) e (75)
2 2
V = —mgys. (76)

E utilizando as coordenadas generalizadas x e 6, temos

Zo? 4 1jo? = &% + 2licos(0)6 + 12cos?(0)0 + 12sin?(0)6
= 3% 4 2licos(0)0 + 120,
(77)
enquanto V' = mglcos(d). Dai é possivel calcular a la-
grangiana L =T — V|

M 2, .
= ﬂjﬁ + ﬂHZ + mliOcos(0) + mglcos(6),

L
2 2
(78)
e utilizar a equagao de Lagrange (48) paraqy =z e gy = 0
e ficamos com o sistema,

d (0L oL
i (95) — 9 =0,
{ d (o2 DL _q (79)

dat \ a9 ) 096 —

Substituindo £ achado em (77) vamos resolver termo a
termo para exemplificar a utilizagao dessa equagao. Pri-
meiro resolvendo 4/at (9£/oi) e 9L /oz, temos

d <8£> - % ((m + M)+ mlécos(@)) =

dt \ 9i (80)
= (m + M)i + mlfcos(0) — mifsin(0), e
oL
L _ 81
Ox 0 (81)
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J4 nos termos 4/dt (9£/6) e 9£ /56 ficamos com

d (oL\ d 2 . _
7 (89) == (ml 0 —i—mla:cos(@)) =

= mi?0 4+ mlicos(0) — milisin(0)0, e

Z—g = (—mlifsin(0) — mglsin(0)). (83)
Substituindo todos esses termos nas equacoes (78) e

simplificando, ficamos com

&(M +m) + Gml cos() — *mlsin(9) = 0; (84)
mi20 + mlicos(0) + mglsin(d) = 0.

Entao temos um sistema de duas equagoes diferenci-
ais de segunda ordem acopladas e sao essas equagoes que
regem o movimento desse péndulo com suporte livre. E
relevante chamar a atencao para o fato de que o forma-
lismo lagrangiano, apesar de facilitar a formulacao das
equagoes dos sistemas mecanicos, nao é um método mi-
lagroso para resolver as equagoes do sistema mecéanico [8].
O sistema de equagoes encontrado é um sistema compli-
cado e resolver analiticamente nao é possivel em muitos
casos, inclusive neste. E é justamente ai que entram os
métodos numéricos estudados que podem facilitar nossa
visualizagao do sistema.

Entretanto é conveniente estudar alguns casos limites
ainda no sistema analitico para verificar o seu compor-
tamento. Podemos tomar m — 0 e nossas equagoes se
simplificam a M = 0, ou seja um corpo livre com velo-
cidade constante. Quando M — oo podemos manipular
nossa primeira equacao do sistema da forma que divi-
dindo ela toda por M temos

(M +m)
M M M

e aplicando o lim s~ ficamos com & = 0 e substituindo
na segunda equacao do sistema ficamos com

.. ‘ o
Oml cos 0 B #“mlsinf ~0, (85)

mi20 + mglsin(0) = 0 = 6 + %sz’n(@) —0, (86)
reduzindo a equagao do péndulo simples com ponto de
suspensao fixo.

Como ja discutido, a andlise numérica desse sistema
também é conveniente. Utilizando os métodos anteriores
para resolver EDOs podemos obter solucoes para PVIs
variados. Na Figura 15 vemos a solucdo de (84) para x e
na Figura 16 a solucéo de 6, para o PVI z(t = 0) = 2m,
i(t =0) =0.02m/s, 6(t = 0) = 0.1 e (t = 0) = 01/s para
m/y =1, g = 10m/s? e | = 1m utilizando o cod16-1-6
do site.

Utilizando o recurso grafico do MATLAB para criagao
de video, o dmuwrite, como sugere o cod16-1-7, foi
possivel visualizar as simulagoes voltando para as coorde-
nadas cartesianas e plotar tempo a tempo para produzir
gifs que estao no site como exemplificado por um de seus
frames na Figura 17.

241
2351
23 P
225
E
x 22
215 -
21F /
/
205F
/
2l ' ' ' ' ' L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Figura 15. Esquema do péndulo com suporte livre.

theta (rad)
o
T

. | V,
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo (s)

Figura 16. Esquema do péndulo com suporte livre.

0.5

4.9 segundos

0.5

0 0.5 1 15 2 25
x(m)

Figura 17. Esquema do péndulo com suporte livre.

Nesse caso, € trivial visualizar as formas como z e 6
se comportam apenas olhando para as Figuras 15 e 16.
Entretanto em comportamentos muito estranhos essa vi-
sualizagao em gif pode nos dar uma abordagem diferente
para interpretar o fenémeno.

1V.8.2. Péndulo Duplo Cadtico

A relevancia do estudo desse problema, a partir da
aplicacao do formalismo lagrangiano, é fazer uma breve

Cont.
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andlise do comportamento cadtico desse sistema simples.

E relevante observar o sistema e identificar os graus de
liberdade na escolha das coordenadas pertinentes para
solucionar o problema.

Os vinculos, como discutido em II1.2.3, sao de que a
distancia entre as duas massas é [y e a distancia entre m
e a origem € [;. Vimos que é conveniente utilizar como
coordenadas generalizadas ¢; os angulos 6; que o péndulo
faz com a vertical pois tais coordenadas permitem que os
vinculos sejam satisfeitos identicamente. Reescrevendo
(x4, y;) nesse novo sistema de coordenadas temos (26).

E possivel escrever entao a energia potencial do sistema
V a partir das energias potenciais gravitacionais de cada
massa m; na forma

V = migyr + magys =

= —glicos(01)(m1 + ma) — maglacos(62), (87)
e a energia cinética T como
T my (21 +y1) | ma(La + yo) _
2 2
- %(mllfo'f +ma (126, + (88)

.92 N . .
+1205" + 211150105c05(6, — 6,))).

Em seguida é possivel utilizar a lagrangiana definida
como L = T — V e utilizando a equagao de Lagrange,
temos um sistema de equagoes para as coordenadas ge-
neralizadas 6;, com i = 1,2 da forma

oL _d <34) 0. (s9)
00;  dt \ 90;

Neste caso, como nossa lagrangiana tem muitos termos
é conveniente analisar etapa por etapa as derivadas para
obtencao da equagao diferencial que descreve o modelo
do péndulo duplo. Essa anélise deixaria essa secao muito

longa e neste momento nos concentraremos em estudar
as equagoes obtidas:

(m1 + mg)lléi + mzlzé.gcos((gl — 92)+

+ m2l2922sin(91 —03) + g(my1 +m2)sin(f;) =0e
(90)

mzlzé.g + TTL2Z19..1008(01 — 92)+ (91)
— m2l19123in(91 - 02) + mggsin(ﬁg) =0

Com a utilizagdo dos métodos de solugdo de EDO e
definindo as constantes m/m = 0.5, g = 10m/s* 12 = 1m e
{1 = 2m, nos é permitido plotar para diferentes condigoes
iniciais os comportamentos de #; e 83 como podemos ver
na Figura 18 e 19. O cod16-1-8 associado esta disponivel
no site.

E interessante plotar também na visualizacao em for-
mato de gif, exemplificada com um snapshot na Figura
20, as circunferéncias de raio l; e centro (0,0) e a de raio

05

theta1 (rad)
o

05}

tempo (s)
Figura 18. Solugao numérica para 61 com o PVI azul de
01(t = 0) =1, thetay = 1.51/s, O2(t = 0) = 0 e thetaz = —21/s

e 0 PVI vermelho 0, (t = 0) = 1, theta; = 1.41/s, O3(t = 0) = 0
e thetay = —21/s.

Y

20

theta2 (rad)

tempo (s)

Figura 19. Solugéo numérica para #2 com o PVI azul de
01(t = 0) =1, thetay = 1.51/s, O2(t = 0) = 0 e thetaz = —21/s
e o PVIvermelho 6, (t = 0) = 1, theta; = 1.41/s, 05(t = 0) = 0
e thetas = —21/s.

l2 e centro (z1,y1). Uma forma de testar se, na nossa
solucao os vinculos estao sendo respeitados. Evidente-
mente, o problema é todo criado justamente levando em
conta essas ligacoes do sistema. O cod16-1-9 associado
esta disponivel no site.

- S o
~ ~
s

~
Spjsegundcs theta1= 0.5005, Ihetai=\2.5855

Figura 20. Solugdo numérica testando visualmente os

vinculos.

Cont.
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Este sistema é um dos mais simples exemplos de wor-
sistema cadtico, um sistema extremamente sensivel a ol
condigoes iniciais. Mudar essas condigoes de uma si-

a0t

mulagdo para outra, mesmo que muito pouco é o su-
ficiente para uma segunda solug@o totalmente diferente
da primeira surgir. Esse efeito é exemplificado nas Fi-
guras 21 e 22. A linha azul tem PVI do tipo 6; = 2 e

0; = 05 = 6, = 0, enquanto a linha vermelha tem apenas, ol
de diferente, 6 = 10715,

20

abs(theta2, -theta2 ) (rad)
8
-

0 10 20 30 40 50 60
2r f\

tempo (s)
| |/‘ ""\"IW \ | I‘
ol J f{ Jf(\ \[//J\/NIMAM/\ )

Figura 24. Diferenca na solugdo numérica para 62 em PVIs
\ proximos.

theta1 (rad)

- Uma outra imagem relevante estd na visualizacao, em

| | gif, de varios PVIs parecidos sendo simulados de um

Rl \ JJI mesmo t = 0. A exemplificagdo disso estd nos snapshots

L e das Figura 25, 26 e 27, em diferentes pontos da simulagao
tempo (s)

em que é possivel ver o comportamento cadtico evidente
quando analisamos os 01 e 03 no tempo pelas Figuras 28

Figura 21. Solugdo numérica para 61 em PVIs proximos. e 29 associado ao cod16-1-10 do site.

1 7.5 segundos
50

g 100

theta2 (rad)

150}
.
200} \\,f M

-4 L . L . .
tempo (s) -

X(m)

Figura 22. Solug@o numérica para 62 em PVIs proximos.
Ou seja, uma diferenca minima na posigao inicial do
segundo angulo promove uma solugao diferente a partir
dos 44 segundos de simulacao. Podemos calcular ainda

o médulo da diferenca entre essas solucoes ilustrado nas
Figuras 23 e 24.

Figura 25. Solugdo numérica do péndulo duplo para vérios
PVIs parecidos. No inicio da simulagdo os péndulos se so-
brepoe de maneira que parecer ser um unico péndulo.

1 41.6 segundos

abs(lhela11-lhela12) (rad)

-3 -2 -1 0 1 2 3
‘ ‘ ‘ : ‘ x(m)
0 10 20 30 a0 50 60
tempo (s)

Figura 26. Solugdo numérica do péndulo duplo para vérios
PVIs parecidos. No decorrer da simula¢do hd um momento
em que os péndulos comegam a se separam.

Figura 23. Diferenca na solugdo numérica para 6; em PVIs
proximos.

Cont.
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1 45% segundos

Figura 27. Solugdo numérica do péndulo duplo para vérios
PVIs parecidos. Logo apdés o momento da Figura 31, o
péndulos tomam trajetérias nada semelhantes.

thetal (rad)

. . . . . L . . L . L
0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200
tempo (s)

Figura 28. Solug@o numérica para 6; em PVIs proximos.

1200
1000

800

theta2 (rad)

. . . L L L . . L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
tempo (s)

Figura 29. Solug@o numérica para 62 em PVIs proximos.

V. PLANO DE TRABALHO E CRONOGRAMA

Este projeto possui a duracdo de 12 meses, de
01/08/2016 a 31/07/2017. O projeto deverd ser desen-
volvido de acordo com o seguinte cronograma:

¢ 01/08/2016 a 30/09/2016 Estudo analitico do
problema e revisao da literatura.

¢ 01/10/2016 a 30/11/2016 Estudo dos métodos
numéricos e elaboracao do programa.

e 01/12/2016 a 31/01/2017 Testes numéricos ini-

ciais: pontos de Lagrange e perturbagao de siste-
mas bindrios. Elaboragao do Relatério Parcial.

¢ 01/02/2017 a 31/03/2017 Reproducdo de
érbitas exdticas.

e 01/04/2017 a 31/05/2017 Estudo do comporta-
mento cadtico.

¢ 01/06/2017 a 31/07/2017 Visualizagdo dos re-
sultados, elaboragao de videos. Relatorio Final.

O projeto estd atrasado cerca de dois meses, entre-
tanto a base para a continuagao dos estudos foi moldada
de forma satisfatoria até agora. Houve uma relegacao do
projeto durante os primeiros meses, visto que foram estu-
dadas algumas anélises importantes para finalizar a com-
preensao do projeto anterior de PDPD. Neste cenario,
visto que o trabalho comegou atrasado, o aluno dedicara
mais tempo para repor os estudos perdidos, retomando
o cronograma e finalizar o projeto no prazo correto.

VI. CONCLUSOES

O préximo passo do projeto pretende, a partir da base
feita até agora estudar o comportamento do sistema de
trés corpos procurando solugoes exoticas para o problema
e entao estudar o comportamento cadtico desse sistema.

Podemos utilizar algumas restricoes para o problema e
fazé-lo um pouco mais simples para uma primeira analise.
Por exemplo, o problema de trés corpos restrito admite
que duas das trés massas sao muito maiores que a ter-
ceira, nesse caso essas duas primeiras massas estao orbi-
tando de forma circular ao redor de seu centro de massa
[12]. Colocando a terceira massa que sofre forga gra-
vitacional das outras duas, podemos definir um sistema
rotacional que gira na mesma frequéncia que as duas mas-
sas maiores e surgem entao forgas de Coriolis e centrifu-
gas que definem as equagoes de movimento desse sistema
[12]. Estas andlises serdo feitas, mais criteriosamente,
nas proximas analises do projeto. Entretanto algumas
simulacoes ja foram feitas nesse sentido obtendo graficos
como os das Figuras 30 e 31.

Figura 30. Solugdo numérica para o problema restrito de trés
corpos.
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Figura 31. Solucdo numérica para o problema restrito de trés
Corpos.

Tal solugao ainda estd em processo de andlise e nessa
conclusao as figuras apenas ilustram esse processo.
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