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¢ Tente resolver todas as questdes, mas priorize a qualidade da sua resolugdo. Boa qualidade em pouca
quantidade é melhor do que muita quantidade com pouca qualidade.

e E permitido consultar uma folha de anotagdes. E terminantemente proibido consultar o colega e usar
celular, relogio inteligente ecalculadora.

Exercicios
Ex.1— Seja V ={(x,y) : x € Rey > 0}. Considere em V a seguinte opera¢do bindria
(x,y)B (u,0) = (x+u—1,yv).
(a)(Valor: 1 ponto) Calcule o elemento neutro com respeito a operacdo bindria H. Justifique a sua resposta.
O par (e1,e2) é elemento neutro para H se
(x,y) B (e e2) = (x,y) = (e1,e2) B (x,y)-

Agora note que (x,y) B (e1,e2) = (x,y) se e somente se x +e; —1 = x e ye, = y se e somentesee; =1 e
€y = 1.

(b)(Valor: 1 ponto) Calcule o inverso (com relacdo a operacao H) de (2y + 1,2y) onde y > 0. Justifique a sua
resposta.

O par (u,v) é o inverso de (x,y) com relagdo a H se

(x,y) B (u,0) = (e1,e2) = (1,1).

Desta forma, (u,v) é o inverso aditivo, com relagdo a operacdo H, de (2y + 1,2y) se as seguintes equagdes
sdo satisfeitas

2y+1)+u—1=1e2yv=1
Resolvendo as equagdes acima concluimos que u = 1—2y e que v = 1/(2y).
Ex. 2 — (Valor 2,5 pontos) Seja V; o subespaco vetorial de R* dado por
{(x,y,z,w) € R*: 2y +3z— 11w = 0 e x = 0}.
Seja V, o subespago vetorial de R* dado por
{(x,y,zw) eR*:z=0ex—y+w=0).

(a)Decida se R* = V; @ V, ou nao. Justifique a sua resposta.

Observe que (x,y,z, w) € V; se e somente se 2y 4+ 3z—11w = 0 e x = 0. Isto é, um elemento genérico de
V1 é da forma
(0,y,2,(2y+3Z)/11) =y(0,1,0,2/11,0) +2(0,0,1,3/11)



Observe que estes dois vetores geram V; e sdo L.I. Logo formam uma base para V;. Dai tem-se que dim(Vy) = 2.
Um argumento andlogo mostra que dim(V,) = 2.

Por outro lado, (x,y,z,w) € V1NV, se e somente se x = 0,z = 0, 27— 11w = 0 e —y +w = 0 Por tanto,
y=w=2/11ydaiy = 0 e como w = y tem-se que w = 0. Portanto, se (x,y,z,w) € V; NV,, entdo
(x,y,z,w) = (0,0,0,0). Dai podemos concluir que V; NV, ={(0,0,0,0)}. Assim,

dim(Vi + Vo) = dim(Vy) +dim(Vp) —dim(ViNVp) =24+2—-0=4.

Portanto, V; + V, é um subespago de R* de dimesdo 4. Como dim(IR*) = 4, concluimos que

R* =V, + Vs.

Como V1 NV, ={(0,0,0,0)} tem-se que
R*=V; @ Vs.

Ex. 3 — Seja W C M3 (R) definido por W ={A € M(R) : Ajp + Ay + App = 0}

(a)(Valor: 2,5 pontos) Verifique que W é um subespago vetorial de M;(IR) e exiba uma base de W. Justifique
Sua resposta.

*Como 0,4, (R) = (8 8) € imediato ver que 0, (r) € W.

eSejam A e B em W. Queremos ver que A+ B € W. Agora, (A+ B)1o+ (A+ B)o1 + (A+ B)y =
(A1 + A21 + A2z) + (Bia + Ba1 + bap) = 0+ 0 = 0 pois tanto A como B pertencem a W. Dai conclimos
que W é fechada para a soma.

*Sejam & € R e A em W. Queremos ver que «A € W. Agora, (aA)12 + (2A)21 + («A)p = a(A1x +
Ay + Ap) = a0 = 0 pois A € W. Dai concluimos que W é fechada para o produto por escalar.

Em outras palavras, W é um subspago vetorial de M;(R).
Segue das condicdes que definem W que todo elemento A € W pode ser escrito da seguinte forma

10 0 -1 0 -1
An <O 0) + An (1 0 > + Az (O 1 )
E facil ver que as trés matrices acima formam uma base para W (Geram W e sdo L.I.). Dai concluimos que
dim(W) = 3.

(b)(Valor: 2 pontos) Seja U = {A € M»(R) : A1y +2A21 + 3Az = 0} um subespago vetorial de M»(R). Qual
é a dimensdo de U N W? Justifique a sua resposta.

Segue das condi¢des que definem U que todo elemento A € U pode ser escrito da seguinte forma

1 0 01 0 0

E facil ver que as trés matrices acima formam uma base para U (Geram U e sdo L.I). Dai concluimos que
dim(U) = 3.
Finalmente, se A € WN U entdo apo6s alguns calculos é facil ver que

1 0 0 1
A= Aqp (1 _1> + A <_3 2) .

Como estas duas matrices sdo L.I. e geram W N U cocnluimos que formam uma baase e dai tem-se que dim(W N

u) =2.
1 -2 1
A=[2 1 -1].
3 -1 2

(a)(2 pontos) Calcule a inversa de A usando o método de eliminagdo Gausss - Jordan. Justifique a sua
resposta.
A matriz
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é linha equivalente a matriz
10 0 1/10 3/10 1/10
010 -7/10 -1/10 3/10
0 01 -5/10 —-5/10 5/10
e, portanto, A~! é igual a seguinte matriz
1/10 3/10 1/10
-7/10 —1/10 3/10
-1/2  =1/2 1/2

(b)(1 pontos) Resolva o sistema de equagdes abaixo utilizando a informacao obtida no item anterior. Justifique
a sua resposta.

2x+y—z=1
3x—y+2z=0
x—=2y+z=0

Observe que a matriz ampliada do sistema de equacdes acima é dada por

2 1 -1 1

3 -1 2 0

1 -2 1 0
que é linha equivalente a matriz ampliada

1 -2 1 0
A=12 1 -1 1].
3 -1 2 0

Portanto, o vetor solugdo é simplesmente a segunda coluna da matriz inversa.



