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Motivacao

Exemplo: R? = [(1,0),(0,1)]

= [(170)7(071)’(1’1)]
(2,3) =2(1,0) +3(0,1)
(2,8) = 1(1,0) +2(0,1) + 1(1,1)

supeérfluo
Sejam (V,+,.) um espago vetorial real e vq, vo,...,Vv, € V. Dizemos que o con-
junto {vy,vo,..., vy} é linearmente dependente (L.D.) se existem coeficientes

a1, qo,...,an € R, ndao todos nulos tais que

a1.V4t+ao.Vo+---+apVy,=0

Se a equacao () vale somente para oy = ap = ---

{vy, Va,..., v} é linearmente independente (L.I.)

(%)

= ap = 0, dizemos que
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Voltando ao Exemplo: V = R?
» {(1,0),(0,1)} é L.l
{(1,0),(0,1)} é L.D. & Ja, 8 ndo todos nulos tais que

a(1,0)+5(0,1) = (0,0) < Sévalequandoa=5=0 |

» {(1,0),(0,1),(1,1)} é L.D.
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{vi,vo,...,vp} em V é L.D. se, e somente se, pelo menos um dos seus vetores &
combinacao linear dos demais.
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Caracterizacao de Dependéncia Linear

Teorema: Sejam (V,+,.) um espaco vetorial real.

Um conjunto de vetores

{vi,vo,...,vp} em V é L.D. se, e somente se, pelo menos um dos seus vetores &

combinacao linear dos demais.

Prova:(=) Suponhamos que {vi, v,..., vy} seja L.D. Entdo existem coeficientes

aq, o, ..., an € R, ndo todos nulos tais que

a1.Vqy +ao.Vo+ -+ ap.Vy =0.

Suponha que o; # 0. Entao

Vi = —aq. Vg — - — 1.V —Qjp1.Vjp1 — - —Qp.Vp
QA A Oy Qn.V,

Vj:—f~V1—"'—17.-ij1—ji+_-Vj+1—"'— n.n
@ @ @ @

ou seja, v; € combinag&o linear dos demais vetores.

< Vj ésuperfluo
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Caracterizacao de Dependéncia Linear

(<) Suponhamos que para algum j = /,...,n, v; € combinag&o linear dos demais
vetores.

Vi=DB1.vi+ -+ Bim1.Vit + Bip1.Vigr + -+ Bn-Va

Entéao

Bivi+-+ B4V =1V + B Vigr + -+ Bpvn =0

€ uma combinacao linear de {vy, vo, ..., v,} com coeficientes ndo todos nulos
dando o vetor nulo. Portanto {vy, vo,..., vy} é L.D.. O

Corolario 1: Sejam (V,+,.) um espago vetorial real. Um conjunto de vetores
{vq,Va,...,vp} em V é L.l. se, e somente se, nenhum dos seus vetores € combi-
nacao linear dos demais.
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Caracterizacao de Dependéncia Linear

V espaco vetorial, {u,v} c V é L.D.
< Jda, B € R, ndo todos nulos tais que a.u+ 5.v =0
U= —g.v (e #0)ouv = —%.u (8#0).

Corolario 2: Sejam (V,+,.) um espaco vetorial real. Um par de vetores {u, v} em
V é L.D. se, e somente se, pelo menos um dos seus vetores é multiplo do outro. J

Obs: Se {u,v} C V éL.D.eu, vsiondonulos, entdo u=Avev=lu.

Obs (Convencao): O conjunto @ é L.I..
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& 7//7.
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. 10 1 1 1 1 -1 0
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o) + 5 + v +40 = .
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Seja (V,+,.) um espaco vetorial real.
1. Se o vetor nulo de V pertence a um conjunto S de vetores de V, entdao S é
L.D.. Equivalentemente, se S € L.1., entdo o vetor nulo ndo pertence a S.

2. Seja S = {v} um subconjunto de V. S é L.D. se, e somente se, v = 0.
Equivalentemente, S é L.I. se, e somente se, v # 0.

3. Sejam S, L subconjuntos de V taisque Sc L. Se Sé L.D., entdo L é L.D..
Equivalentemente, se Lé L.l.,, entdo Sé L.I..
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2. Seja S ={v}. SéL.D. se, e somente se, existe o # 0 tal que a.v = 0.
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4. Sejam (V,+,.) um espaco vetorialreale S = {vq,vo,...,vs} C V. Se Se L.l
e parau € Vtemos SU {u} L.D.,, entdo u € [S], ou seja, u & combinagéo
linear de vq, vo, ..., v, Equivalentemente, se Sé L.l. e u ¢ [S], entédo SU {u}
éL.l.
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v € [S = {v}], entdo [S] = [S — {v;}]. J
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Prova: Como S —{vj} C S,entéo [S—{vj}] C[S]. « s, c S, £ [5)]  [S)] )

Queremos mostrar que [S] C [S — {v;}]. Seja u < [S]. Entéo

U=a1.vi+---+apVit+ -+ apVp
Como v; € [S—{V;}], vj = B1.vi + -+ Bj—1.Vjo1 + Bjs1-Vipr + - + Bn-Vi.
Logo,
U=oaq.vi+--+a(Br.vi+- + Bj—1.Vie1 + Big1-Vigr + -+ -+ BnVn) + -+ + an.Vp

é uma combinagé&o linear dos vetores de S — {v;}.
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5. Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vq, Vo,..., vy} C V. Se
vj € [S —{v;}], entdo [S] = [S — {v;}].

Prova: Como S —{vj} C S,entéo [S—{vj}] C[S]. « s, c S, £ [5)]  [S)] )

Queremos mostrar que [S] C [S — {v;}]. Seja u < [S]. Entéo

U=a1.vi+---+apVit+ -+ apVp
Como v; € [S—{V;}], vj = B1.vi + -+ Bj—1.Vjo1 + Bjs1-Vipr + - + Bn-Vi.
Logo,
U=oaq.vi+--+a(Br.vi+- + Bj—1.Vie1 + Big1-Vigr + -+ -+ BnVn) + -+ + an.Vp

é uma combinagéo linear dos vetores de S — {v;}. Portanto [S] = [S — {v;}].
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