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Mariana Silveira - C. Coletti - Álgebra Linear - UFABC

Sejam V espaço vetorial, T : V → V , T ∈ L(V ) um operador linear.

▶ Autovetor de T : v ̸= 0,

T (v) = λ v , λ ∈ R

λ autovalor de T .

▶ Autoespaço associado a λ:

Vλ = {v ∈ V/ T (v) = λv} = N(T − λI)

▶ Fixando B base de V

PT (λ) = det([T ]B,B − λI) é o polinômio caracteristico de T . (Não depende de

B).
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▶ λ é autovalor de T ⇐⇒ λ é raiz de PT (λ)

▶ Autovetor de T associados a λ v ̸= 0, tal que ([T ]B,B − λI)[v ]B = 0

([T ]B,B − λI)[v ]B =


a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann − λ




x1
...

xn

 =


0

0
...

0
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▶ λ é autovalor de T ⇐⇒ λ é raiz de PT (λ)

▶ Autovetor de T associados a λ v ̸= 0, tal que ([T ]B,B − λI)[v ]B = 0
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Definição

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e T : V → V, T ∈ L(V ) um

operador linear em V. Se λ ∈ R é um autovalor de T :

a) A multiplicidade algebrica de λ, que denotamos por ma(λ) é a multiplicidade

da raiz λ no polinômio caracteristico PT (λ).

b) A multiplicidade geométrica de λ, que denotamos por mg(λ) é a dimensão do

autoespaço associado a λ no polinômio caracteristico PT (λ)

dim Vλ = dim N(T − λI).
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T : R2 → R2

(x , y) → (y , x)

PT (λ) = det([T ]− λI) = det

[
−λ 1

1 −λ

]
= λ2 − 1

PT (λ) = (λ− 1)(λ+ 1)

V1 = [(1,1)]

V−1 = [(−1,1)]
▶ λ = 1

ma(1) = 1

mg(1) = 1
▶ λ = −1

ma(−1) = 1

mg(−1) = 1
4 / 25

Voltando ao Exemplo 1. da aula passada
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T : R2 → R2

(x , y) → (8x ,8y)

[T ] =

[
8 0

0 8

]

PT (λ) = det([T ]− λI) = det

[
8 − λ 0

0 8 − λ

]
= (8 − λ)2

Autovalores: λ é autovalor de T ⇐⇒ λ é raiz de PT (λ)

(8 − λ)2 = 0 ⇒ λ = 8

V8 = R2

▶ λ = 8

ma(8) = 2

mg(8) = 2
5 / 25
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T : R3 → R3

[T ] =


1 1 0

0 1 0

0 0 0


PT (λ) = det([T ]− λI) = det


1 − λ 1 0

0 1 − λ 0

0 0 0

 = (1 − λ)2(−λ)

Autovalores: λ é autovalor de T ⇐⇒ λ é raiz de PT (λ)

(1 − λ)2(−λ) = 0 ⇒ λ = 0 ou (1 − λ)2 = 0 ⇒ λ = 1

6 / 25
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λ = 1 ma(λ) = 2

Autovetor asssociado a λ = 1: v = (x , y , z) ̸= (0,0,0) talque ([T ]− I)[v ] = 0
0 1 0

0 0 0

0 0 −1




x

y

z

 =


0

0

0


y = 0 e z = 0 Autovetor {(x ,0,0), x ̸= 0}

V1 = {(x ,0,0), x ∈ R} = [(1,0,0)]

mg(1) = 1 então mg(1) ̸= ma(1)
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λ = 0 ma(λ) = 1

Autovetor asssociado a λ = 0: v = (x , y , z) ̸= (0,0,0) talque ([T ]− 0I)[v ] = 0
1 1 0

0 1 0

0 0 0




x

y

z

 =


0

0

0


Autovetor {(0,0, z), z ̸= 0}

V0 = {(0,0, z), z ∈ R} = [(0,0,1)]

mg(0) = 1

8 / 25



Mariana Silveira - C. Coletti - Álgebra Linear - UFABC

λ = 0 ma(λ) = 1

Autovetor asssociado a λ = 0: v = (x , y , z) ̸= (0,0,0) talque ([T ]− 0I)[v ] = 0
1 1 0

0 1 0

0 0 0




x

y

z

 =


0

0

0


Autovetor {(0,0, z), z ̸= 0}

V0 = {(0,0, z), z ∈ R} = [(0,0,1)]

mg(0) = 1
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λ = 0 ma(λ) = 1

Autovetor asssociado a λ = 0: v = (x , y , z) ̸= (0,0,0) talque ([T ]− 0I)[v ] = 0
1 1 0

0 1 0

0 0 0




x

y

z

 =


0

0

0


Autovetor {(0,0, z), z ̸= 0}

V0 = {(0,0, z), z ∈ R} = [(0,0,1)]

mg(0) = 1
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y

z
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y = 0 e z = 0
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T : P1(R) → P1(R)

T (1 + x) = 5 + 2x

T (4 + x) = −2(4 + x)

B = {1 + x ,4 + x} é base para P1(R).

T (1 + x) = a11(1 + x) + a21(4 + x)

5 + 2x = (a11 + 4a21).1 + (a11 + a21)x

(a11 + 4a21) = 5

(a11 + a21) = 2

a11 = 1 e a21 = 1

10 / 25
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T (4 + x) = a12(1 + x) + a22(4 + x)

−2(4 + x) = (a12 + 4a22).1 + (a12 + a22)x

(a12 + 4a22) = −8

(a12 + a22) = −2

a12 = 0 e a22 = −2

T (1 + x) = 1(1 + x) + 1(4 + x)

T (4 + x) = 0(1 + x)− 2(4 + x)

[T ]B,B =

[
1 0

1 −2

]
11 / 25
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Polinômio caracteristico

PT (λ) = det([T ]B,B − λI) = det

[
1 − λ 0

1 −2 − λ

]
= (1 − λ)(−2 − λ)

Autovalores λ = 1 e λ = −2

Se λ = 1 então ma(1) = 1

Autovetores: p ∈ P(R) : p ̸= 0 e ([T ]B,B − λI)[p]B = 0. Verifique que se

p(x) = α1 + α2x , então

[p]B =

[
−1/3 α1 + 4/3 α2

(α1 − α2)/3

]
.

Por simplicidade defina a = −1/3 α1 + 4/3 α2 e b = (α1 − α2)/3.
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Assim sendo, p é autovetor se e somente se

p ∈ P(R) : p ̸= 0 e ([T ]B,B − λI)[p]B = 0. Isto é. se[
0 0

1 −3

][
a

b

]
=

[
0

0

]
.

Logo a − 3b = 0 e a = 3b

Autovetores: [p]B =

{[
3b

b

]
, b ̸= 0

}
p(x) = 3b(1 + x) + b(4 + x) = 7b + 4bx = b(7 + 4x).
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Autovetores {b(7 + 4x), b ̸= 0}
V1 = {b(7 + 4x),b ∈ R} = [7 + 4x ] mg(1) = 1

Se λ = −2 ma(−2) = 1

Autovetor: p ̸= 0 : ([T ]B,B + 2λI)[p]B = 0[
3 0

1 0

][
a

b

]
=

[
0

0

]
.

Como antes a e b denenotam as coordenadas de p com relação à base B. O

sistema de equações acima nos diz que a = 0.

Autovetores [p]B =

{[
0

b

]
, b ̸= 0

}
p(x) = 0.(1 + x) + b(4 + x) = b(4 + x)

Autovetores {b(4 + x), b ̸= 0} mg(−2) = 1

V−2 = [4 + x ].

14 / 25
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Autovetor: p ̸= 0 : ([T ]B,B + 2λI)[p]B = 0[
3 0

1 0

][
a

b

]
=

[
0

0

]
.

Como antes a e b denenotam as coordenadas de p com relação à base B. O

sistema de equações acima nos diz que a = 0.

Autovetores [p]B =

{[
0

b

]
, b ̸= 0

}
p(x) = 0.(1 + x) + b(4 + x) = b(4 + x)
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Sejam V espaço vetorial e T um operador linear em V .

Encontrar uma base B de V tal que [T ]B,B seja o mais simples possível (matriz

diagonal).

Quando existe B tal que [T ]B,B seja matriz diagonal?

Como encontrar B no caso em que B exista?
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Definição

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e T : V → V, T ∈ L(V ) um

operador linear em V. Dizemos que T é diagonalizável se existe uma base B de

V tal que [T ]B,B seja matriz diagonal
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T : R2 → R2

(x , y) → (3x + 3y , x + 5y)

[T ] =

[
3 3

1 5

]

Polinômio caracteristico

PT (λ) = det([T ]− λI) = det

[
3 − λ 3

1 5 − λ

]
= (3 − λ)(5 − λ)− 3

17 / 25
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Autovalor de T é raiz de PT (λ)

PT (λ) = (3 − λ)(5 − λ)− 3 isto é PT (λ) = λ2 − 8λ+ 12 = 0.

logo λ = 8±
√

64−48
2 então λ = 6 ou λ = 2

Se λ = 2 ma(2) = 1

Autovetor asssociado a λ = 2: v = (x , y) ̸= (0,0) talque ([T ]− 2I)[v ] = 0[
1 3

1 3

][
x

y

]
=

[
0

0

]
x + 3y = 0 então x = −3y Autovetor {(x , y) ̸= (0,0)/x = −3y}

V2 = {(−3y , y), y ∈ R} = [(−3,1)]

mg(2) = 1
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Se λ = 6 ma(6) = 1

Autovetor asssociado a λ = 6: v = (x , y) ̸= (0,0) talque ([T ]− 6I)[v ] = 0[
−3 3

1 −1

][
x

y

]
=

[
0

0

]
x = y Autovetor {(x , x) ̸= (0,0)/x ̸= 0}

V6 = {(x , x), x ∈ R} = [(1,1)]

mg(6) = 1
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Tome v1 = (−3,1) autovetor associado a λ1 = 2

e v2 = (1,1) autovetor associado a λ2 = 6

B = {(−3,1), (1,1)} é base para V = R2

T (−3,1) = 2(−3,1) + 0(1,1)

T (1,1) = 0(−3,1) + 6(1,1)

[T ]B,B =

[
2 0

0 6

]
é uma matriz diagonal

B é base de autovetores!

O exemplo acima nos sugere que T é diagonal ⇐⇒ V admite uma base formada

por autovetores de T .
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Proposição

Sejam V espaço vetorial e T : V → V um operador linear em V. T é

diagonalizável se, e somente se, existe uma base de V formada por autovetores

Demonstração:

⇒ Suponha que T seja diagonalizável e seja B = {v1, v2, ..., vn} base de V tal que

[T ]B,B =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . λn


matriz diagonal.
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Então

T (v1) = λ1v1 + 0v2 + ...+ 0vn

T (v2) = 0v1 + λ2v2 + 0v3 + ...+ 0vn
...

T (vn) = 0v1 + 0v2 + ...+ λnvn

v1, v2, ..., vn são autovetores associados a λ1, λ2, ..., λn respectivamente.

⇐ Suponha que V possui uma base B = {v1, v2, ..., vn} de autovetores de T .

Sejam λ1, λ2, ..., λn ∈ R, não necessariamente distintos, tais que vi é autovetor

associado a λi , i = 1, ...,n.
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Então

T (v1) = λ1v1 = λ1v1 + 0v2 + ...+ 0vn

T (v2) = λ2v2 = 0v1 + λ2v2 + 0v3 + ...+ 0vn
...

T (vn) = λnvn = 0v1 + 0v2 + ...+ λnvn

Portanto

[T ]B,B =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . λn


matriz diagonal.

Assim, T é diagonalizável.
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Quando T é diagonalizável, a base B de V tal que [T ]B,B é diagonal é a base de

autovetores. Os autovalores são os números na diagonal de [T ]B,B

[T ]B,B =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . λn


v1 autovetor associado ao autovalor λ1

...

vn autovetor associado ao autovalor λn

B = {v1, v2, ..., vn} base formada por autovetores de T .

24 / 25
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T : R3 → R3

[T ] =


1 1 0

0 1 0

0 0 0


Autovalores: λ1 = 0 ou λ2 = 1

Como V0 = [(0,0,1)] e V1 = [(1,0,0)]

e não temos 3 vetores LI

então T não é diagonalizável.

25 / 25

Exemplo (Voltando ao exemplo anterior)
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