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Aula passada

Sejam V espago vetorial, T : V — V, T € £(V) um operador linear.

> Autovetorde T: v # 0,
T(v)=Av, AeR

)\ autovalorde T.

> Autoespaco associado a A:
Vi={veV/T(v)=Av}=N(T-X)

» Fixando B base de V
Pr(\) = det([T]g,g — Al) é o polindbmio caracteristico de T. (Nao depende de
B).
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> )\ éautovalorde T <= ) éraiz de Pr(}\)
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> Autovetor de T associados a A v # 0, tal que ([T]gs — A/)[v]g =0
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> )\ éautovalorde T <= ) éraiz de Pr(}\)

> Autovetor de T associados a A v # 0, tal que ([T]gs — A/)[v]g =0
-311—)\ aqo ain | -0-
A a X 0
azq oo — 2n
(Mes-MVs=| . o | =

Xn
an‘] an2 e ann - )\ 0
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Definicéao
Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finitae T : V — V, T € L(V) um

operador linearem V. Se A € R é um autovalor de T

a) A multiplicidade algebrica de \, que denotamos por ma(\) é a multiplicidade
da raiz A no polinémio caracteristico Pr(\).
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Definicéao
Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finitae T : V — V, T € L(V) um
operador linearem V. Se A € R é um autovalor de T
a) A multiplicidade algebrica de \, que denotamos por ma(\) é a multiplicidade
da raiz A no polinémio caracteristico Pr(\).
b) A multiplicidade geométrica de \, que denotamos por mg(\) é a dimenséo do

autoespaco associado a \ no polinébmio caracteristico Pr(\)
dim Vy = dim N(T — \I).
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Voltando ao Exemplo 1. da aula passada
T: R2 R

x,¥) — (¥, x)
Pr()\) = det([T] — Al) = det [ _1A 1A ] _ 321

Pr(A)=(-1)(+1)
Vi=1[(1,1)]
Voy=1[(-1,1)]

> =1
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Voltando ao Exemplo 2. da aula passada
T: R® R

(x,y) —(8x,8y)
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Voltando

8
[ﬂ=[0

ao Exemplo 2. da aula passada
T: R? —R?
0
8

Pr(\) = det([T] — M) = det[

(x,y) —(8x,8y)

8- 0
0 8-

Autovalores: \ é autovalor de T <= X é raiz de Pr()\)

Vg = R?
» \=38

(8-X2=0=X1=8

|

= (8- M)
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8 0
[T]:[os

Pr(\) = det([T] — M) = det[

|

T: R2 R
(x,y) — (8x,8y)
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0 8-

Autovalores: \ é autovalor de T <= X é raiz de Pr()\)

Vg = R?
> A=28
ma(8)
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Algebra Linear UFABC
Exemplo
T: R® —R®
110
[T]I=10 1 0
00O
1—-Xx 1 0
Pr()\) = det([T] — Al) = det 0 1-X 0| =(1-X2%-N\

0 0 O

Autovalores: A\ é autovalor de T <= X é raiz de Pr()\)

(1=XN2(-N)=0=A=00u(1-X2)2=0=A=1
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Autovetor asssociadoa A = 1: v = (x,y,z) # (0,0,0) talque ([T] — /)[v] =0
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A=1ma()) =2

Autovetor asssociadoa A = 1: v = (x,y,z) # (0,0,0) talque ([T] — /)[v] =0
01 0
00 O
00 -1

y = 0e z =0 Autovetor {(x,0,0),x # 0}
Vi ={(x,0,0), x e R} =[(1,0,0)]

mg(1) =1 entdo mg(1) # ma(1)
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A=0ma(\) =1
Autovetor asssociado a A = 0: v = (x, y,z) # (0,0,0) talque ([T] — 0/)[v] =0
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A=0ma(\) =1
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A=0ma(\) =1
Autovetor asssociado a A = 0: v = (x, y,z) # (0,0,0) talque ([T] — 0/)[v] =0

110 X 0
010 y|l=10
0 0O z 0

Autovetor {(0,0, z),z # 0}

Vo ={(0,0,2), ze R} =[(0,0,1)]
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A=1ma(\) =2
Autovetor asssociado a A = 1: v = (x,y, z) # (0,0,0) talque ([T] — /)[v] =0

o O O
o O =

0 X

0 y | =
—1 z
y=0ez=0

Autovetor {(x,0,0),x # 0}
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Exemplo
T: P1 (R) — P1 (R)

T(14x)=5+2x
T(4+4 x) = —2(4+ x)
B={1+x,4+ x} é base para P;(R).

T +x) = an(1+x)+an(4+x)
5+2x = (a1 +4ap).1+ (a1 + a1)x
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T: P1 (R) — P1 (R)

T(14x)=5+2x
T(4+4 x) = —2(4+ x)
B={1+x,4+ x} é base para P;(R).

T +x) = an(1+x)+an(4+x)
5+2x = (a1 +4ap).1+ (a1 + a1)x

(a1 +4aq) = 5
(a1 taq) = 2

a1=1eay =1
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T(4+X) = a12(1+x)+a22(4+x)
—2(4+x) = (apg+4ax).1+ (a2 + an)x
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Polindbmio caracteristico

0

PﬂM=ﬂmKWbﬁ_A0:da[1;A —2-)

]:u—Awe—A)
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Polindbmio caracteristico

Pr(\) = det([T]g,g — \l) = det [ t=r 0 ] = (1=)A)(-2-21)
1 —2-A
Autovalores A\ =1e )\ = -2
Se A =1 entdo ma(1) =1
Autovetores: p € P(R) : p# 0 e ([T]g,s — Al)[p]s = 0. Verifique que se

p(X) = a1 + anx, entdo

—-1/3 a1 +4/3
[Pls = :
(g —az)/3
Por simplicidade definaa= —1/3 a1 +4/3 ax e b= (a1 — ap)/3.
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Assim sendo, p é autovetor se e somente se
pePR):p#0e([Tlgs— A)[pls=0. Isto . se

0 0 al |0
1 3||b] |0]
Logoa—3b=0ea=3b

Autovetores: [p]g = { [ 3bb ] , b# 0}
p(x) =3b(1+ x) + b(4 + x) = 7b + 4bx = b(7 + 4x).
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Autovetores {b(7 + 4x), b# 0}

Vi ={b(7 +4x),bec R} =[7+4x] mg(1) =1
Se\=-2ma(-2)=1

Autovetor: p #0: ([T]g g+ 2\)[plg =0
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Autovetores {b(7 + 4x), b# 0}

Vi ={b(7 +4x),bec R} =[7+4x] mg(1) =1
Se\=-2ma(-2)=1
Autovetor: p #0: ([T]g g+ 2\)[plg =0

HIERE)

Como antes a e b denenotam as coordenadas de p com relacao a base B. O

sistema de equacgdes acima nos diz que a = 0.

Autovetores [p]g = { [ Z ] , b# O}

p(x) = 0.(1+ x) + b(4 + x) = b(4 + x)
Autovetores {b(4 + x), b# 0} mg(-2) =1
Voo =[4+x].
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Diagonalizacao de Operadores

Sejam V espaco vetorial e T um operador linear em V.

Objetivo:

Encontrar uma base B de V tal que [T]g g seja 0 mais simples possivel (matriz
diagonal).
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Diagonalizacao de Operadores

Sejam V espaco vetorial e T um operador linear em V.

Objetivo:
Encontrar uma base B de V tal que [T]g g seja 0 mais simples possivel (matriz

diagonal).

Perguntas:
Quando existe B tal que [T]g g seja matriz diagonal?

Como encontrar B no caso em que B exista?
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Definicéao

Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finitae T : V — V, T € L(V) um
operador linear em V. Dizemos que T é diagonalizavel se existe uma base B de
V tal que [T]g g seja matriz diagonal
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Exemplo
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(x,¥) — (8x+3y,x+5y)
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Autovalor de T é raiz de Pr())
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logo A = 8842 entdo A =6 ou A =2
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Autovalor de T é raiz de Pr())

Pr(\) = (8 —=))(5—\)—3isto é Pr(\) = 2> -8\ +12=0.

logo A = 858448 entzo A = 6 ou A = 2

Sex=2ma(2) =1

Autovetor asssociado a A = 2: v = (x, y) # (0,0) talque ([T] —2/)[v] =0
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Autovalor de T é raiz de Pr())

Pr(\) = (8 —=))(5—\)—3isto é Pr(\) = 2> -8\ +12=0.

logo A = 858448 entzo A = 6 ou A = 2

Sex=2ma(2) =1

Autovetor asssociado a A = 2: v = (x, y) # (0,0) talque ([T] —2/)[v] =0

1 3 x| |0
13|yl |o
X + 3y = 0 entdo x = —3y Autovetor {(x, y) # (0,0)/x = -3y}

Vo ={(=3y,y), y e R} = [(=3,1)]
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Se A=6 ma(6) =1
Autovetor asssociado a A = 6: v = (x, y) # (0,0) talque ([T] —6/)[v] =0
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Se A=6 ma(6) =1
Autovetor asssociado a A = 6: v = (x, y) # (0,0) talque ([T] —6/)[v] =0

EiMEY
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Se A=6 ma(6) =1
Autovetor asssociado a A = 6: v = (x, y) # (0,0) talque ([T] —6/)[v] =0

-3 3 x| |0
1 -1||ly| |o
x = y Autovetor {(x, x) # (0,0)/x # 0}

Ve = {(x,x), x e R} =[(1,1)]
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Tome vy = (—3, 1) autovetor associado a Ay = 2
e v» = (1,1) autovetor associado a A\, = 6
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Tome vy = (—3, 1) autovetor associado a Ay = 2
e v» = (1,1) autovetor associado a A\, = 6
B={(-3,1),(1,1)} é base para V = R?
T(-3,1) =2(-3,1) +0(1,1)
T(1,1)=0(-3,1)+6(1,1)

[ﬂaszli 2]

€ uma matriz diagonal
B é base de autovetores!

O exemplo acima nos sugere que T é diagonal <= V admite uma base formada
por autovetores de T.
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Proposicao
Sejam V espaco vetoriale T : V — V um operador linearem V. T é
diagonalizavel se, e somente se, existe uma base de V formada por autovetores

Demonstracao:
= Suponha que T seja diagonalizavel e seja B = {vq, v», ..., v} base de V tal que

A 0 ... 0|

0 X ... O
[Tleg=| . . . .

0 0 ... A |

matriz diagonal.
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Entao

T(V1) = MVi+0w+...+0v,
T(Vg) = 0V1—|—)\2V2+0V3—|—...—|-0Vn

V1, Vo, ..., Vy SA0 autovetores associados a Aq, Ao, ..., Ay respectivamente.

22/25



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Entéao
T(V1) = MVi+0w+...+0v,
T(Vg) = 0vi+ Xovo+0v3+ ...+ 0v,

V1, Vo, ..., Vy SA0 autovetores associados a Aq, Ao, ..., Ay respectivamente.
< Suponha que V possui uma base B = {vq, v, ..., vV} de autovetores de T.
Sejam A1, Ao, ..., A\p € R, ndo necessariamente distintos, tais que v; é autovetor

associadoa A\, i=1,...n.
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Entéao
T(V1) = MVy=XAVy+0wv+..4+0v,
T(va) = Mavo=0vy + MoV +0v3 + ... +0v,
T(Vn) = AVa=0v1 +0va+ ...+ ApVp
Portanto i ]
MO
0 X
[Tles=| . .
| 0 0 An |

matriz diagonal.
Assim, T é diagonalizavel.
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Observagao:
Quando T é diagonalizavel, a base B de V tal que [T]g g € diagonal é a base de
autovetores. Os autovalores s&o os numeros na diagonal de [T]g g

A 0 ... 0|

0 X ... O
[Tlee=| . . . .

0 0 ... A |

vy autovetor associado ao autovalor Aq

v, autovetor associado ao autovalor A\,

B ={vq, vo,..., v} base formada por autovetores de T.

24/25



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Exemplo (Voltando ao exemplo anterior)

T: R® RS
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UFABC

Exemplo (Voltando ao exemplo anterior)

T: R® RS
110
[TI=]10 1 0
000

Autovalores: Ay =0ou Xz =1

25/25



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear

UFABC

Exemplo (Voltando ao exemplo anterior)

T: R® RS
110
[TI=]10 1 0
000

Autovalores: Ay =0 ou X\ =1

Como Vy =[(0,0,1)] e V4 =[(1,0,0)]
e ndo temos 3 vetores LI

entdo T nao é diagonalizavel.
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