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Algebra Linear - 2022.

Lista 6- Transformacoes Lineares

1) Quais das transformagoes abaixo sdo lineares?
(a) T:R?® — R3 T(z,y,2) = (2,29, 27).
Solucgao
T néo ¢ transformacao linear, pois 7'(0,0,0) = (0,2°,2°) = (0,1,1) # (0,0,0).
(b) T:R3 — R3 T(x,y,2) = (3z,2,52).
Solucgao
T nao é transformagao linear, pois 7'(0,0,0) = (0,2,0) # (0,0,0).
() T:R* — R3T(x,y,2,w) = (x —w,y —w,z + 2).
Solucgao
Sejam u = (21, y1, 21, w1) € v = (Ta, Yo, 22, w2) em R* e a € R, entdo
L T(u+v)=T((x1,y1, 21, w1) + (T2, Y2, 22, w2))
=T(x1 + 2,y1 + Y2, 21 + 22, w1 + w2)
= (21 + 22 — (w1 +w2),y1 +y2 — (W1 +w2), T1 + T2 + 21 + 22)
= (1 —wi,y1 — w1, 21+ 21) + (T2 — w2, y2 — w2, T2 + 22)
=T (u) +T(v).
il. T(ou) =T (a(z1,y1,21,w1))
=T (az, ayy, @z, cwy)
= (az1 + awy, ay; — awy, axy + @zy)
= (a1 +w1), a(yr —wr), a1 + 21))
=a(z; +wi,y1 —wy, 1+ 21)
= aT'(u).
Portanto, T é uma transformacao linear.
(d) T: Myyn(R) — R* T(A) = (A11, Asa, ooy App)-

Solucgao
Ay ... A, Biy ... B,
Sejam A= | eB=|: em M, y,(R) e a € R, entao
Ay .. Ann By, .. By,
Ajn+ B .. A+ B
T(A+B)=T : :
Ani+Bpi ... Apn+ Bun
= (A + Bn, s A + Bun)
(An, ) (Bi1, -+, Bun)
—T(4)
aAn aAln
ii. T(aA) :
aAnl ... oA,
= (ad11, .., @
= oz(All,...,A,m)
=aT (A).

Portanto, T' é uma transformacao linear.
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T:C*R) — C(R),T(f) =3f —2f +1.
Solugao

T nao é transformacdo linear, pois para f =0 em C%(R), T(0) =1 # 0 = f em C(R).
T : szg(R) — R,T(A) = A11A22 — A21A12.

Solugao

A Are
Ao Az

T (aA) =T <[0‘A11 aAmD

OéAgl aA22

T nao é transformagao linear. De fato, seja A = [ ] € Msyx2(R) e a € R, entéo

=a?Aj 1 Agy — a® Ay Ay

= a® (A1142 — As1Asp)

=a’T (A)

#aT (A),Va # +£1 e A # 0ax0.

T:C([a,b),R) — R, T(f) = fbf(x)dx.
Solucao ’
Sejam f,g € C([a,b],R) e a € R, entdo

b b b
LT (f+9) = [(f(@) +g@)de = [ f(z)dz+ [g(x)de =T (f) +T(g).

a

b

ii. T(af):faf(x)d:z::afbf(:r)dx:aT(f).

Portanto, T' é uma transformagao linear.
T:R? — R% T(z,y) = (||, 2z + 2y).
Solugao
T nao é transformacdo linear. De fato, sejam u = (1,0) € R? e a € R, entdo
T(au) = T(~1)(1,0)) = T(~1,0) = (|-1],~2) = (1,~2).
Por outro lado,
aT(u) = (=1)T(1,0) = (=1)([1],2) = (=1)(1,2) = (-1, -2).
Portanto, T'(au) # oT'(u) e, assim, T nao é transformacao linear.
T : P3(R) — R2,T(ag + art + ast?® + ast®) = (a3 + as — ay,ap).
Solugao
Sejam p(t) = ag + a1t + ast? + azt® e q(t) = bo + byt + bat? + b3t® em P3(R) e a € R, entio:
i. T(p+q) =T ((ao+bo) + (a1 + b))t + (az + b2)t* + (a3 + b3)t?)
= ((az + b3) + (a2 + b2) — (a1 + b1), a0 + bo)
= ((ag +az —ay) + (b + b2 — b1), a0 + bo)
= (a3 + a2 — ai,ap) + (bs + bz — b1, bo)
=T(p)+T(q).
ii. T(ap) =T (aap + aart + aast® + aast®)
= (aaz + aas — aaq, aagp)
= a(az + a2 — a1, ap)
=aT(p).
Portanto, T' é uma transformacao linear.
T : Myyo(R) — R2 T(A) = (A1y — Aja, Ayg + Asa).

Solugao

. A A B B -
Sejam A = [Ai AZ] e B= [Bli B;j em Msyo(R) e a € R, entdo
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Ao + By Asx + B
= (A11 + Bi1 — (Ai2 + Bi2), A11 + Bi1 + A12 + Bio)
= (A1 — A2, A1 + A12) + (B11 — Big, Bi1 + Bia).

ren-r(i 1)

OéAgl OéAQQ

5 T(A+B):T<[A11+BH A12+B12]>

= (A1 — aAiz, aA1 + aAr)
= a(Ay; — Az, A1y + Aj)
=aT (4).
Portanto, T' é uma transformacao linear.
(k) T : Mayo(R) — R3, T(A) = (A1 — Ao, Aoy + Aoz, 2411 — Agy).
Solugao

Sejam A= [All A12:| e B= [Bll Bl2

Ag1 Ag By B
A+ Bin A+ B12])

} em Moy 2(R) e a € R, entéo

Ao + Bay Asx + B

= (A11 + Bi1 — (Ai2 + Bi2), A1 + Bai + Ags + Bas, 2(A11 + Bi1) — (A21 + Ba1))
= (A11 — A1, A1 + Ag2,2A11 — A1) + (Bi1 — Bi2, Boy + Baz,2B11 — Ba)

=T (A)+T(B).

ren-r(i 1)

Lrasn = (|

aAa Ao
= (aA11 — a1z, 0o + adsg, 20411 — ada)
= oAy — Aig, Aoy + A2, 2411 — Ag)
=aT (A).
Portanto, T' é uma transformagao linear.
() T:R? —R:ET(z,y) = (v +y,x—1y).
Solugao
Sejam u = (z1,91) e v = (72,y2) em R? e @ € R, entdo
i T(u+v) =T (z1 + 22, Y1 + ¥2)
=(z1+x2+y1 +y2, 71 + T2 — Y1 — Y2)
= (21 +y1, 21 —y1) + (T2 + Y2, 22 — ¥2)
=T(u) +T(v).
i. T(au) =T (az1,ay1)
= (az1 + ay1, ax1 — ayy)
=a(r1 +y1, 71 — Y1)
= oT(u).
Portanto, T' é uma transformagao linear.
(m) T : Moyo(R) — R, T(A) = det(A).
Solugao

. 1 0 0 0 -
Sejam A = [0 0} e B= [0 J em Msy2(R), entdo

T(A+B):T(B ?D :det<[(1) ?D —1

Por outro lado,
T(A) + T(B) = det(A) + det(B) = det ([1 OD +det ({0 OD —0+0=0.

0 0 0 1
Logo, T(A+ B) # T(A) + T(B).
Portanto, T' nao é uma transformagao linear.
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(n) T : Mays(R) — My, (R), T(A) = [(1) ' }A{ . (1’]
?;;);1—1533,3 € Msyx2(R) e @ € R, entéo
i T(A+B):[(1) ”(A+B)H (1)]
S UEEEHOE
— T(A) + T(B).
ii.T(aA):[é HQAH H
—e[o 1)1 1]
— aT(A)

Portanto, T é uma transformagao linear.
(0) T:R? — R, T(x,y) = xy.
Solugao
Sejam u = (z,y) € R?, com z # 0,y # 0 e £1 # o € R, entdo
T(au) = T(az,ay) = azay = o’zy # azxy = oT(u).
Portanto, T' ndo é uma transformacao linear.
(p) T : Py — P3,T(az? + bz + ¢) = ax® + bx? + c.
Solugao
Sejam p(x) = a12? + b1z + ¢1 e q(x) = agw? + bax + c2 em Py e a € R, entdo
i. T(p(z) +q(z)) =T ((a1 + a2)2® + (b1 + ba)z + (c1 + ¢2))
= (a1 + a2)z® + (b1 + b2)x? + (c1 + c2)
= (a12® + byx® + ¢1) + (a2x® + boa® + c3)
=T(p(x)) +T(q(x)).
ii. T(ap(z)) =T (aar2® + abiz + ac)
= aa1x3 + ab1x2 + acy
=a(ay2® + biz? +¢p)
=T (p(x)).
Portanto, T' é uma transformacao linear.
() T:R2 — Mo, T(z,y) = [ ) ] -
Solucgao
Sejam u = (21,y1) e v = (22,72) em R? e a € R, entdo
i T(u+v) =T (1 + 2,91 + y2)

_ | Tt Y1+ Y2
Y1 +y2 —T1— T2

-0 e ]
=T(u) + T(v).
i. T (au) =T (azxy, axs)

_ | ar ayi
T oy —am

—a € U1
Yy —T1

= aT'(u).
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Portanto, T é uma transformacao linear.
2) Dados os vetores u; = (2, —1),us = (1,1),us = (—1,—4),v1 = (1, 3),v2 = (2,3),v3 = (-5, —6) decida se existe ou ndo
uma transformacao linear T : R? — R2, T'(u;) = v;,i = 1,2,3.
Solucgao
Sim, existe uma transformacao linear 7' : R? — R? tal que T'(u;) = v;,i = 1,2,3. Para determiné-la, escrevemos um
vetor genérico de R? como combinacio linear dos vetores u;

a(2,-1)+b(1,1) + ¢(—1,—4) = (z,y).

De onde temos o seguinte sistema:
2a+b—c==x
—a+b—4c=y.

T —y T+ 2y

Cuja solugao é a = c, b= 3 + 3¢, ¢ € R. Assim,

(x L c) (2,-1) + (w s 3c> (L1) +e(-1,—4) = (2,9)-

Logo, escolhendo ¢ = 0 (mostrar que existe para qualquer ¢), temos que

r—y z + 2y

3

Aplicando a transformagio limnear 7' em ambos os lados da igualdade acima e considerando T(uy) = T(2,—1) =
(1,3) = vy e T(uz) = T(1,1) = (2, 3) = va, obtemos

(27 _1) +

(1,1) = (z,y).

T(a,y) = “52T(2, 1) + 2 T(1,1)

T+ 2y
3
T—y

=—>(1,3
o (1,3) +

=(z+y,2z+y).

T+ 2y
2,3
2 (2,3)
Portanto, T'(z,y) = (x + y, 2z + y) é a transformagdo linear que satisfaz T'(u;) = v;, i = 1,2, 3.
3) Determine T': V — W conhecendo os valores de T na base de V.

(a) T:R?® — R, tal que T(1,3,-1) = (1,1,—1,0), T(2,0,1) = (0,0,1,—1) e T(0,—1,1) = (1,0,—1,0)
Solugao
Para determinar T, escrevemos

a(1,3,-1) +5(2,0,1) +¢(0,=1,1) = (2,4, 2)

De onde temos o seguinte sistema:

a+2b=zx
3a—c=y
—a+b+c=z.
— 2y + 2 20—y —
Cuja solugao é a = w, b= % ec=—x+y—+2z. Assim,
—x 42y + 2z 2 —y — 2
Ty(L?)a _1) + —y(270a 1) + (—J? +y+ 2Z)(07 -1, 1) = (a:,y,z).
Logo, aplicando a transformacao linear T° em ambos os lados da igualdade acima, obtemos
— 2y + 2 20—y —
T(z,y,2) = %T(m, 1)+ TET2,0,1) + (<o 4y + 22)T(0, -1, 1)
— 2y + 2 20—y —
— %(1, 1-1,0) + 220,01, 1) + (-2 + 4+ 22)(1,0,-1,0)
—4dx + 5y + 8z —x+2y+ 2z —2x+y+=z
= 3 , 3 ,2x—2y—3z,T .

Portanto, T acima é a transformagao linear procurada.
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(b) T:R? — R2, tal que T(2,1) = (1,0) e T(0,1) = (1,-1).
Solugao
Para determinar T, escrevemos
a(2,1) +6(0,1) = (x,y).

De onde temos que a = g eb=y— g Assim,

X

S+ (y-3) (0,1 = (@.y).

Logo, aplicando a transformagao linear T' em ambos os lados da igualdade acima, obtemos

T,y = 5721+ (y-3) 70.1)

= JW0+(y-3) -1

~(39)

Portanto, T acima é a transformacao linear procurada.
(c) T: P (R) — R2, tal que T(2t) = (1,1) e T(—1) = (0, 3).
Solucgao
Para determinar T, escrevemos
a2t + b(—1) = ap + a1 t.

ai .
De onde temos que a = 5 © b= —ap. Assim,

"2—12t + —ap(~1) = ap + art.
Logo, aplicando a transformacgao T° de ambos os lados da igualdade acima, obtemos

T(ap + a1t) = %T(Qt) —aoT(-1) = %(1, 1) — ap(0,3) = (%, % - 3ao) .

Portanto, T acima é a transformagao linear procurada.
(d) T : Mayo(R) — R2, tal que

~
/
7N
[anl \o)
—= O
N——
N~
Il
=
—
:_/
~
/
N
O =
—= O
N———
N~
I
|
=
—_
S—

Solugao

Para determinar 7', escrevemos

1 -1 0 1 2 0 1 0 ajl a2
a(o 0)”’(1 2>+C<0 1)+d<0 1):<a21 a22>'
De onde temos o seguinte sistema:
a+2c+d=aq
—a+b=ajs
b:a21
2b+0+d:(122.

Cuja solucao é a = —ajs + as1, b = as1, ¢ = ay1 + a2 + as1 —ass e d = —aq1 — ayz — 3as + 2a0. Assim,
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ai;p a2 _ 1 -1 0 1
<a21 a22>_< a12+a21)(0 O>+a21<1 2)

2 0
+(a11+a12—|—a21—a22)< 0 1 )

1 0
+ (—an — a1z — 3asz; +2a22) ( 0 1 )

Logo, aplicando a transformagao 7" de ambos os lados da igualdade acima, obtemos
ai;  ai2 _ 1 -1 01
T(am a22)—(—a12+a21)T(0 0>+021T<1 2)
2 0
+ (a11 + a12 + a1 — az)T 0 1
0
1
= (—a12 + a21)(1,0) + a21(2,1) + (a11 + a12 + az1 — a22)(0,1)

+ (—a11 — a12 — 3a21 + 2a92)(—1,1)

= (a11 + 6a21 — 2agz, —ag1 + a22).

+ (—a11 — a12 — 3ag1 + 2a92)T (

—~ O

Portanto, T acima é a transformagao linear procurada.
4) (a) Encontre T : R?* — R3, tal que Im(T) = [(1,0,-1),(1,2,2)].
Solugao
Para determinar T, escrevemos
(z,y,2) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1).
Agora, tome T'(1,0,0) = (1,0,—1), 7(0,1,0) = (1,2,2) e T(0,0,1) = (0,0,0), entdo
T(z,y,2) =2T(1,0,0) +yT(0,1,0) + 27°(0,0,1).
=x(1,0,—-1) +y(1,2,2) + 2(0,0,0)
Portanto, T acima é a transformagao linear procurada.
(b) Encontre T : R® —s R? tal que N(T) = [(1,0,—1)].

Solugao
Seja 8 = {(1,0,0),(0,1,0),(1,0,—1)} uma base de R* que contém o vetor (1,0, —1). Entdo, escrevemos

(z,y,2) = a(1,0,0) +b(0,1,0) + (1,0, -1).
Da igualdade acima obtemos que a =x + vy, b =y e ¢ = —z. Logo,
(2,9,2) = (& +2) (1,0,0) + 3 (0,1,0) — = (1,0, ~1).

Agora, aplicando a transformacao T de ambos os lados da igualdade acima e considerando T (1,0,0) = (1,0),
7T(0,1,0)=(0,1) e T(1,0,—1) = (0,0), temos que
T(z,y,2z) = (z+2)T (1,0,0) +yT(0,1,0) — 2T'(1,0, —1)
= (z+2)(1,0) +y(0,1) — 2(0,0)
=(x+z9).

Portanto, T acima é a transformacao linear procurada.
5) Seja T : V — W uma transformagao linear

(a) Mostre que se T'(v1),...,T(v,) € W sao L.I. entdo vy, ..., v, sdo L.IL
Prova
Sejam aj, ..., a, € R tais que
o101 + ... + apv, = 0.
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Aplicando a transformagao linear T' a ambos os lados da igualdade acima, temos
T(oqvr + ... + apvy) =T (0) © T (v1) + ... + @, T (vy,) = 0.

Como por hipétese o conjunto S = {T(v1),...,T(v,)} é L., segue que a1 = ... = a,, = 0.
Portanto, o conjunto x = {v1,...,v,} é L.L.

(b) Mostre que se V=W e os vetores T'(v1), ..., T(v,) geram V entéo os vetores vy, ..., v, € V geram V.
Prova

Se os vetores T(v1), ..., T(vy,) geram V', entdo podemos tomar um subconjunto deste que é base de V', digamos
T(v1)y ...y T(Vyn), com m < n. Entao a dimV = m, ou seja, achamos uma base de V' com m vetores. Por outro
lado, pelo item (a), vy, ..., vy, sdo L.I e, assim, formam uma base de V.

Portanto, vy, ..., v, geram V e, com mais razao, vy, ..., v, também vai gerar V.

6) Seja T : V. — V uma transformagao linear. Mostre que se u € Ker(T) e v € Im(T) entao T'(u) € Ker(T) e
T(v) € Im(T).
Prova
Seja u € Ker(T). Entao T(T(u)) = T(0) = 0, isto é, T'(u) € Ker(T). Por outro lado, temos que T'(v) € Im(T) para
qualquer v € V; em particular, v € Im(T) = T(v) € Im(T).

7) Defina uma transformacao linear T : R? — R? cujo niicleo seja a reta y = = e cuja imagem seja a reta y = 2z.
Solucgao
Queremos encontrar uma transformagao linear T tal que Ker(T) = {(z,y) e R* 1y =z} e Im(T) = {(,y) € R? : y = 2z }.
Os vetores pertencentes ao Ker(T) sao da forma (z,x) = x(1,1). Logo, 81 = {(1,1)} é uma base para o Ker(T).
Os vetores pertencentes a I'm(T') sdo da forma (x,2x) = x(1,2). Logo, 82 = {(1,2)} é uma base para a Im(T).
Seja B = {(1,1),(1,0)} uma base de R? obtida da extensio da base 3; do Ker(T). Entao, escrevemos

(,y) = a(1,1) + b(1,0).
Da igualdade de vetores acima temos que a =y e b = x — y e, assim,

(z,y) = y(1,1) + (z = y)(1,0).

Agora aplicando na igualdade acima a transformacao linear T, considerando T'(1,1) = (0,0) e T'(1,0) = (1, 2), obtemos

T(z,y) =yT(1,1) + (z —y)T(1,0)
= y(0,0) + (.’E - y)(lv 2)
= (z —y,2(z —y)).

Portanto, T'(z,y) = (x — y,2(z — y)) é a transformagéo linear procurada.
8) Assinale Verdadeiro ou Falso:

(a) Uma transformacao linear T': V. — W & sobrejetora se e somente se dimN (T') = dim(V') — dim(W).
Solugao
Verdadeiro, supondo que as dimensdes de V e W sao finitas, pois do contririo, nem faz sentido escrever dim(V') —
dim(W). Assim, basta usar o Teorema do Nucleo e da Imagem e ver que, neste caso,
dimIm(T) = dim(V) — dimN(T) = dimV — (dim(V) — dim(W)) = dim(W) e, portanto, Im(T) = W.
(b) Dada a transformacao linear T : V' — W, para todo w € W fixado, o conjunto G = {v € V : T(v) = w} é um
subespaco de V.
Solucgao
Falso, pois G s6 serd um subespaco vetorial de V' quando w = 0.
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(¢) Toda transformacao linear T : C(R,R) — C(R, R) injetora é também sobrejetora.
Solugao
Falso, como exemplo tome T (f) = foz f@®)dt = g(z), x € R. Agora, note que pelo Teorema fundamental do
Célculo ¢’ = f, isto é, a derivada de T'(f) é a prépria f. Logo, o ntcleo é facilmente encontrado:

7(0)= [ fwi=0=7=F =0

isto é, Ker(T) = {0} e, portanto, T é injetora.
Por outro lado, seja X o conjunto de todas as funcoes que tém derivadas continuas e se anulam na origem, isto é,
X ={p e CYR,R): ¢(0) =0}.
Note que todas as fungoes do tipo g = T'(f) tém ambas as propriedades acima:
g(0) = foo ft)dt=0e g = f € C°(R) que existe e é continua.
Assim, Im(T) C X # C(R,R).
Portanto, T' é injetora, mas nao é sobrejetora.
(d) O ntcleo de toda transformacao linear T': R> — R3 tem dimensao maior ou igual a 3.
Solugao
Falso, tome como contra-exemplo T'(x,y, z,t,w) = (x,y,z) que tem dim(ker(T)) = 2. Note também que seria
verdadeiro se dim(ker(T)) > 2.

9) Seja T : P,(R) — P,(R) a transformacio linear definida por T'(p) = 5p — 4p + p . Mostre que se nticleo é {0} e
conclua que para todo polindmio b(x) existe um polinémio p(x) tal que b(x) = 5p(z) — 4p () +p ().

Solucao
Seja
p(z) = ag + a1z + axx® + aza® + ... + apz™ € P, (R),
entao
p'(x) = ay + 2097 + 3azz® + ... + na,z" ",
p"(z) = 2as + 6azx + ... + n(n — a,z" 2.
Logo,

T(p) = 5p(x) — 4p'(z) + p"(2)
= 5(ag + a1x + asx® + azx® + ... + a,x") — 4(ay + 2097 + 3azz® + ... + na,z" )
+ 2az + 6azz + ... +n(n — a,z" >
= 5a9 + a1 (5 — 4) + as(52% — 8z + 2) + az(52> — 1222 + 61)
+ oo an (5™ — dnz™ 1t +n(n — 1)z"2).

Dai, temos que
8= {5, 5z — 4,52% — 8 4 2,523 — 1222 + 6z, ..., 5™ — dna™ ! + n(n — 1):6”‘2}

é uma base para a Im(T), pois 8 gera a Im(T) e é L.I, dado que os elementos em S tém graus distintos.
Por definicdo, Ker(T) = {p € P,(R) : T(p) = 0}. Assim,

T(p) =0 < 5ag + a1 (5x — 4) + az(52% — 8x + 2) + az(52® — 1227 + 6x)+
o+ an (52" — dnz" ' +n(n —1)z""?) = 0.
Como f é L.I, segue que ap = a1 = ... = a,, = 0 e, assim, Ker(T) = {0}. Portanto, T é injetiva e, como o dominio e
contra-dominio tém a mesma dimensao, conclui-se que T é sobrejetora.
Portanto, para qualquer b(z) € P,(R), hd um polinémio p(x) € P,(R) tal que T'(p) = b.
10) Seja T': V — V uma transformagao linear. Mostre que 72 = 0 se e somente se T(V) C Ker(T).
Prova

Suponha que T? = 0. Assim, se w € T(V), entdo existe v € V tal que T(v) = w.
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Logo,
T(w) =T(T(v)) = T*(v) =0,
isto é, w € Ker(T) e, portanto, T(V) C Ker(T).
Ker(T). Assim, dado v € V e como T(v) € T(V) C Ker(T), temos que
T?(v) = T(T(v)) = 0.

Reciprocamente, suponha que T'(V) C

Como isto vale para qualquer vetor v € V, tem-se T2 = 0.
11) Seja 6 € R. Encontre o nticleo da transformagao linear 7' : R? — R? dada por T'(z,y) = (zcos(0) — ysin(0), xsin(0) +
ycos(0)).
Solucgao
Por defini¢ao, Ker(T) = {(z,y) € R? : T(z,y) = (0,0)}. Assim,

xzcos(0) — ysin() = 0,

(xzcos(0) — ysin(9), xsin(0) + ycos(8)) = (0,0) & { zsin(6) + yeos(8) = 0 (%)

Sabemos que cos(f) e sin(f) ndo se anulam simultaneamente para nenhum valor de §. Em vista disso, se cos(f) = 0
ou sin(f) = 0 é imediato que a solugao de (x) é x =y = 0.
Suponhamos que sejam sin(0) # 0 e cos(f) # 0. Assim, multiplicando a primeira linha de (*) por —sin(f) e a segunda
linha por cos(f), obtemos
—xsin(f)cos(#) + ysin?(0) = 0,
{ xsin(f)cos(0) + ycos?(0) = 0.

Daf segue que ysin?(0) + ycos?(0) = 0 < y(sin?(0) + cos?(0)) = 0 = y = 0. Substituindo y = 0 em (x), temos
{ Tty =0
Como sin(f) # 0 e cos(f) # 0, segue que a unica solu¢do possivel para (xx) é z = 0.
Portanto, o Ker(T) = {(0,0)}.
12) Seja T : R? — R? uma transformacao linear bijetora. Mostre que T leva retas em retas.
Solucgao
Dada uma reta r no plano R?, usaremos sua equacio vetorial para representar seus pontos, isto é, um ponto P € r se,

e somente se,
P =P+ \v,

em que Py é um ponto sobre r, v # 0 é o vetor diretor da reta r e A € R.
A imagem da reta r pela transformacao linear bijetora 17" é dada por:
T(r)={T(P);Per}.
Assim, um ponto S € T(r) se, e somente se, S = T(P) para algum ponto P € r, ou seja,
S=T(P)=T(Py+ M) =T(Pp) + AT'(v), ()

para algum A\ € R.

Como a transformacao linear T ¢ injetora e v # 0 temos que T'(v) # 0, ou seja, (x) nos fornece a equagao vetorial de
uma reta no plano R? que passa pelo ponto T'(Py) e tem a dire¢do do vetor, nao-nulo, T'(v).

Portanto, T(r) é uma reta em R2.
13) Existe uma transformagao linear injetora T : May2(R) — P(R)?.
Solucgao

Suponhamos que exista uma transformagcao linear injetiva 7' : Mayxo(R) — P2(R). Uma vez que T é injetiva a
dim(Ker(T)) = 0 e, entdo, utilizando o Teorema do Nicleo e da Imagem, temos que

dim (Max2(R)) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = 4 = 0 + dim(Im(T)) = dim(Im(T)) = 4,
que é um absurdo, pois a dim(Im(T)) < 3 = dim(P,(R)).

Portanto, néo existe uma transformacao linear injetora T : Max2(R) — P2(R).

10
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14) Determine o nicleo das transformagoes lineares abaixo e descreva-os geometricamente.

(a) T:R? 5 R, T(x,y) =y + 2.
Solucao
Por defini¢ao, Ker(T) = {(z,y) € R? : T(z,y) = 0}. Assim,

T(x,y) =0 y+2r=0&y=—2z.

Portanto, Ker(T) = {(z,y) € R? : y = =2z} .
Na figura abaixo estd representado geometricamente o Ker(T').

(b) T:R?2 - R, T(z,y) =z — 2y.
Solucgao
Por defini¢ao, Ker(T) = {(z,y) € R* : T(z,y) = 0}. Assim,

T(x,y)zO@m—Qy:O@yzg.

Portanto, Ker(T) = {(x,y) ERZ:y= g}

Na figura abaixo estd representado geometricamente o Ker(T).

() T:R? - R% T(z,y) = (22 + 2y, x + y).
Solucgao
Por defini¢ao, Ker(T) = {(z,y) € R? : T(z,y) = (0,0)}. Assim,

T(z,y) = (0,0) & 2z +2y,z +y) = (0,0) & y = —x.

Portanto, Ker(T) = {(x,y) ER?:y= —x} .
Na figura abaixo estd representado geometricamente o Ker(T').

(d) T:R3 =R T(z,y,2) = (2 — x,2 — 27,2 — 3x).
Solugao
Por defini¢do, Ker(T) = {(z,y,2) € R* : T(z,y,2) = (0,0,0) }. Assim,

T(z,y,2) =(0,0,0) & (z —x,z —2x,2 — 32) = (0,0,0) & x=2=0 e y €R.

Portanto, Ker(T) = {(z,y,2) ER*:2=2=0 e y € R}.
Na figura abaixo estd representado geometricamente o Ker(T').

15) Determine uma base e a dimensao do nicleo e da imagem das transformagoes lineares:

(a) T:R> -5 R2T(z,y,2) = (x +y + 2,22 + 2y + 22).

(b) T:R3 = R2 T(z,y,2) = (v +y,y + 2).

(c) T:R* = R3 T(x,y,2,t) = (x —y+ 2z +t,20 — 2y + 32 + 4t, 3x — 3y + 42 + 5t).

(d) T:R> = R® T'(z,y,2,8,t) = (x+2y +22+s+t, 2+ 2y + 32+ 2s — t,3x + 6y + 82 + 5s — t).
Solucao

(a) dim(NucT) =2,{(1,0,-1),(1,-1,0)}; dim(Im T) =1,{(1,2)}.
(b) dim(Nuc T)=1,{(1,-1,1)}; dim(Im T) = Rza {(1,0),(0,1)}.

11
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(C) dzm(Nuc T) =2, {(17 1,0, O)’ (1703 -2, 1)}’ dzm(Im T) =2, {(17 2, 3)3 (17374)} :
(d) dim(Nue T) = 3,{(—2,1,0,0,0), (1,0, —1,1,0), (=5,0,2,0, 1) }:dim(Im T) = 2, {(1,1,3), (0,1,2)} .

Determinar um 7' € L(P3(R), P2(R)) cujo niicleo seja gerado pelos polinémios 1 + 2% e 1 — 22.

Solugao
Seja 8 = {1 +23,1 — 22,2, 1} uma base de P3(R) obtida da extensao de 5, = {1 + 23,1 — x2}. Escrevemos,
ao + a1z + agr? + azz® = a(1 + 23) + b(1 —2*) +cx +d
=a+ard+b—bx’+cx+d
=a+b+d+cx —bz® + ax’.

Da igualdade de vetores acima obtemos que a = a3, b = —ag, ¢ = a1 e d = ag + az — ag. Assim,
ap + a1z + agr? + azz® = az(1 + 2%) — ax(1 — 2?) + arz + (ao + az — a3)(1).

Aplicando a transformagdo linear 7' na igualdade acima e considerando T'(1 + 2®) = 0, T(1 — 2?) = 0, T(z) = x e
T(1) =1, obtemos

T(ag + a1z + asz? + azx®) = a3T(1 + 23) — axT(1 — 2%) + a1 T(2) + (ag + as — a3)T(1)

= a30 — az0+ a1z + (ag + az — as)l

= a1 + ag + a2 — as.
Portanto, T'(ag + a1 + asx® + agx?’) = a1x + ag + as — az é a transformagao linear procurada.
Encontre uma base para o nicleo e outra para a imagem de T : Po(R) — P3(R) dada por T(p) = p/ + p”.
Solugao
Seja p(x) = ag + a1z + agx? € P2(R). Temos que p'(x) = a3 + 2azx e p’(x) = 2as, entdo

T(p) = p/ —l—p// = a1 4 2a2x + 2a3 = a1 + 2a2(1 + z).
Agora vamos determinar uma base para o Ker(T) = {p € P»(R) : T(p) = 0}. Logo,
T(p)=0< a1 +2a2(l+2) < a; =ax=0.

Portanto, os polinémios pertencentes ao Ker(T') sdo da forma p(z) = ag e, assim, 8 = {1} é uma base para o Ker(T).

Para determinar uma base para a Im(T'), escrevemos
a1 + 2a2(1 + ) = a1(1) + a2(2 + 2x).
Portanto, o = {1,2 + 2z} é uma base para a Im(T).

Mostre que se U e V sdo espagos vetoriais de dimensdo finita tais que dimU = dimV e se T € L(U,V) entao as
seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) T é sobrejetora.

(b) T é injetora.

(¢) T é bijetora.

(d) T leva bases de U em bases de V.
Prova

(a) = (b). Se a transformagao linear é sobrejetora, entdo T'(U) = V. Logo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem,
temos
dim(U) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(Ker(T)) + dim(V).

Uma vez que a dim(U) = dim(V), segue da igualdade acima que a dim(Ker(T)) = 0, isto é, Ker(T) = {0} e, assim,
a tranformacao linear é injetora.

12
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(b) = (¢). Se a transformacao linear T é injetora, entdo Ker(T) = {0} e dim(Ker(T)) = 0. Logo, pelo Teorema do
Ntcleo e da Imagem, temos que

dim(U) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(Im(T)).

Como dim(U) = dim(V') segue que Im(T) =V, isto é, a transformagao linear T é sobrejetora e, portanto, bijetora.

(¢) = (d). Suponhamos que a transformagao linear T seja bijetora e consideremos uma base de U formada pelos vetores
ULy ey Up-

Queremos mostrar que T(uq), ..., T (uy) formam uma base para V.
Afirmacao: os vetores T'(uy), ..., T'(uy,) sdo LI em V.
De fato, se

arT(ur) + ... + @, T(uy) =0
entao, por T ser uma transformagao linear, a igualdade acima é equivalente a
T(aug + ... + apuy) =0,
isto é, o vetor
arug + ... + apu, € Ker(T) ={0}.

Uma vez que T ¢ injetora, temos que
ajug + ... + apuy, = 0.

Como ug, ..., u, formam uma base de U eles sdo L.I, assim, a; = ... = «;, = 0.

Portanto, os vetores T'(uy), ..., T(u,) sdo L.I em V.

Uma vez que os vetores T(uy), ..., T(u,) sdo LI e a dim(V) = n, segue que eles formam uma base para V.
(d) = (a). Se ug, ..., uy, formam uma base de U entéo, por hipétese, T'(u1), ..., T'(uy,) formam uma base de V.

Logo, dado v € V, existem escalares aq, ..., a,, € R tais que
v=a1T(u1) + ... + T (uy).
Deste modo,

v=a1T(u) + ... + a,T(uy) =T [ cqug + ... + anuy, |,

29

ou seja, existe u € U tal que T'(u) = v, isto é, a transformagao linear T' é sobrejetora.

19) (a) EW = {p € P3(R) : p(—1) = 0} isomorfo a R2? Em caso afirmativo forneca uma prova; em casa negativo forneca
um contraexemplo.

Solugao
Seja p(x) = ag + a1x + azx? + azx® € P3(R). Entao,

p(—].) =ag—a1+azy—a3=0= a3 =ayp—a; + as.
Portanto, os polinomios em W sao da forma

p(l“) =ap+a1r+ a2x2 + (ag —a1 + a2)x3

3

=ag+ a1z + a2x2 + apx” — a1x3 + a2x3

=ao(1 +23) + ay(z — 2°) + az(z? + 23).

Portanto, 5 = {1 + 23z — a3, 22+ x3} é uma base de W, isto é, dim(W) = 3.
Agora suponhamos que exista um isomorfismo T entre W e R%. Assim, dim(Ker(T)) = 0 e dim(Im(T)) = 2 =
dim(R?). Logo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, temos que

dim(W) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) =3=0+2 =2,

que é um absurdo e, assim, W néo é isomorfo a R2.

13
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(b) EW = {p € P5(R) : p(—1) = 0} isomorfo a R? Em caso afirmativo forneca uma prova; em casa negativo forneca
um contra-exemplo.

Solucgao
De forma andloga ao item (a), concluimos que ndo hd isomorfismo entre W e R, pois 3 = dim(W) # dim(R) = 1.
20) Mostre que W = {A S M2><2(R) : A11 = Alg € AQQ = A21} ¢é isomorfo a P1 (R)
Solugao

Os elementos de W sao da forma

Portanto,

é uma base para W.

Como espagos vetoriais de mesma dimensdo sido isomorfos e dim(W) = 2 = dim(P1(R), temos que W e P;(R) sao
isomorfos.
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