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Algebra Linear - 2022.3

Lista 3 - Sistemas lineares

1) Descreva todas as possiveis matrizes 2 x 2, que estdo na forma escada reduzida por linha.
Solucgao
De acordo com a definicao de uma matriz na forma escada reduzida por linhas as possibilidades sao:

o S LL0 0L L6 a]e[b b e

2) Reduza as matrizes abaixo & forma escada reduzida por linha e calcule posto e nulidade de cada uma delas:

1 -2 3 -1
a) A= 2 -1 2 3 |;
3 1 2 3
Solucao
1 -2 3 -1 1 -2 3 -1, . [1 -2 3 -1
A:2—123M03—45%01—§§
3 12 3| BP0 7 7 6] vl |0 1 -1 8
10 % I 10 % I 1 00 2
Li+2Ly—L 3 8 | 3Ls—L b 8 | Lot3Ls—Lo 1
Lls—L22—>L31 8 (1) _§ 1; — 8 (1) _51 1?7' L17;L3*>L1 8 (1) (1) _E
3 o1 — -7
Portanto, a matriz A tem posto 3 e nulidade 1.
01 3 -2
pB=[21 -4 3 |;
2 3 2 -1
Solugao
01 3 -2 2 1 -4 =37 , i 2 2
=L L 2 2
B=1|21 -4 3|2yl 1 3 o207 1 3 -2
2 3 2 -1 2 3 2 -1 2 3 2 -1
1+ -2 2 1 0 -2 3
Ls2lazbs | g ] g3 _p | ahembiodg o 3
0 2 6 —4| =27 190 0 o0
Portanto, a matriz B tem posto 2 e nulidade 2.
0 2 2
1 1 3
)C=| 35 _4 o
2 -3 1
Solucgao
0 2 2 1 1 3 1 1 3
= 1 1 3 Li<Lo 0 2 2 L3s—3L1—Ls 0 2 2
13 -4 2 3 —4 2| L,—2Li—1L4 0o -7 -7
2 -3 1 2 -3 1 0 -5 —5
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1 1 3 10 2
oslo | 0 1 1| miwist, |0 1 1
0o -7 -7 La+5Ls—Ly4 0 0 O
0 -5 —5 00 0

Portanto, a matriz C' tem posto 2 e nulidade 1.

3) Prove que toda matriz anti-simétrica 3 x 3 ndo-nula tem posto igual a dois.

Solugao
Uma matriz A é antissimétrica se AT = —A. Assim,

a1 612 013 a1l G221 a3l —ai; —ai2 —ai3

T _
A= | a2 azx a3 |e A" = | a2 ax aszx | = | —az1 —axp -—ay3 | =-A

as1 azz ass a1z G23 ass —a31 —a32 —as3
De AT = — A, temos
a;p = —ap; = ayn = 0, ag1 = —ay2, a3z = —ai3, a12 = —ag1, a2 = —az2 = aze = 0, azgz = —ags, a1z = —asy,
Q23 = —ag2 € agz = —azz = aszz = 0. Em vista disso,

0 a2 a3
A=| —an2 0 a3
—a13 —az3 0

Vamos encontrar a forma escalonada da matriz A. Assumimos inicialmente que a5 # 0, entao

a
0 a2 a3 Lol —ay2 0 ass | _ 1, 1 0 =
1 2 al2
—a12 0 a3 | — 0 a2 a3 | ——— 0 ap a3
—a13 —a3 0 —a13  —a3 0 —ai3 —az3 0
1 0 __ a2 L 1 0 __ Q23 1 0 —%

Lz+ai3L1—Ls a12 g2l 3}§ Lz+azzLa— L3 212
0 a12 a3 —— 1 0 1 o =" 10 1 Tl;l
0 —a93 __ Q13023 0 —ass3 __ai13a33 0 0 0

a2 ai2z

Portanto, para o caso em que ajs # 0, 0 posto da matriz A é 2 e nulidade é 1.

Agora consideremos o caso em que ajo = 0 e a1z # 0. Assim,

0 0 a3 —a13 —azz 0] _ ., ., Lo 0
0 0 ags | 22Ee 0 0 ams | —=""510 0 ass
—a13 —a23 0 0 0 ai13 i 0 0 a13
423 0 L 1 42 0 1 22 0
a T Le L ais _ ais
Laobs 1 g 0 gy | 225 |0 00 1 | femembeos g T g
0 0 ass 0 0 az3 | 0 0 0
Portanto, para o caso em que aj3 = 0 e a13 # 0, a matriz A tem posto 2 e nulidade 1.
Consideremos agora o caso em que aj2 = 0, a;3 = 0 e as3 # 0. Logo,
0 0 0 Lol 0 —aos 01 _ 7 1, 01 0
0 0 as | 22251 0 0 ag | —=——— |0 0 1
0 —ax O 0 0 0| @72 10 0 0

Portanto, para o caso em que a12 = 0 e a;3 = 0 a matriz A tem posto 2 e nulidade é 1.

Por conseguinte, devido ao casos analisados, a matriz antissimétrica 3 x 3 nao nula tem posto 2 e nulidade 1.

4) Resolver os sistemas por escalonamento. Para sistemas com soluc¢ao indeterminada, obter a resposta em forma pa-
ramétrica.
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(a x+ 5y =13
dr+3y=1

Solucao
Vamos transformar a matriz ampliada do sistema em uma matriz na forma escalonada.

1 5 0 13| Loarisi, | 1 5 ¢ 13 | —flo—ls
e N S
|4 3 © 1] | 0 —17 : =51
1 5 @ 13| ni-5L,mL, | 1 0 @ =2
S
|0 1 3 | |0 1 3
Portanto, a solugao do sistema é r = —2 e y = 3.

Posto da Matriz dos Coeficientes = Posto da Matriz Ampliada = 2 = Numero de incégnitas. Portanto, temos

solugao unica.

r+2y—32=0
(b) ¢ 5z —3y+2z=-10
—2r—-—y+z=1

Solugao
Vamos transformar a matriz ampliada do sistema em uma matriz na forma escalonada.

1 2 -3 : 0 1 2 -3 0
: La=bliLa, : ~13L2— Lo

5 -3 1% 10 | Lanon ~13 16 : —10

-2 -1 1 1 0 3 -5 1
1 2 =3 0 1 2 -3 0

16 0 | LemBlezls, 16 10 | (%)

01 -3 ° 3 01 -3 3 '
17 17
L0 3 =5 1 00 - _u

Logo, da linha 1 de (x), —1l» = —% = z = 1. Da linha 2 de (%), y — %.1 = % = y = 2. Da linha 1 (x),

13
r4+2y—32=0=22+22-31=0=>2=—-1.

Portanto, x = -1, y=2¢e z = 1.
Posto da Matriz dos Coeficientes = Posto da Matriz Ampliada = 3 = Numero de incégnitas. Portanto, temos

solugao tnica.

r+y+22=6

(¢c) $2z—y+2=3

r+3y—z=3
Solugao

Vamos transformar a matriz ampliada do sistema em uma matriz na forma escalonada. Assim,
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1 1 2 6 1 1 2 : 6

Lo—2L,—Lo . —3Ly— L,
2 -1 1 3| iron |0 -3 -3 1 9|
1 3 -1 3 0 2 -3 -3
11 2 : 6 11 2 : 6

. L3—2Ls—L .

01 1 3|01 1 3|
0 2 -3 : -3 | 00 -5 @ -9

Da linha 3 de (I), temos que —5z = —9 = z = %. Da linha 2 de (1), y+z:3<:>y:3—z:>y:3—§ = g. Da
linhalde (I),z+y+2z2=6ca=-y—-22+6=>0=-2-2246=2.

Portanto, z =2,y =% ez =12

Posto da Matriz dos Coeficientes = Posto da Matriz Ampliada = 3 = Numero de incégnitas. Portanto, temos
solugao tnica.

r—y+2z—t=0
(d) ¢3z+y+32+t=0
r—y—z2—-5t=0
Solucgao
Transformando a matriz ampliada do sistema em uma matriz na forma escalonada.

1 -1 2 -1 : 0 1 -1 2 -1 : 0
. L2—3L1—>L2 .

301 3 1 0| .5, |0 4 -3 4:0

1 -1 -1 =5 : 0 0 0 -3 —4 : 0

Posto da Matriz dos Coeficientes = Posto da Matriz Ampliada = 3 < 4 = Ndmero de incégnitas. Portanto, temos
um sistema compativel Indeterminado.
O sistema equivalente é:

r —y +2z -t =0

4y =3z 44 =0 .
-3z —4t =0

A Nulidade = Numero de incégnitas - Posto da Matriz dos coeficientes = 4 - 3 = 1. Temos entdo uma varidvel
livre que escolhemos t € R.
Da ultima equacao z = —%t, substituindo na segunda equagao obtemos y = —2¢. Da primeira equacao x — y +
2:—t=0&z+2+2(—3t)—t=02—-3t=0=z= 13t
Portanto, z = 3t, y = —2t e 2 = —5t, t € R.

Resposta: (z,y, 2,t) = t(3,-2,—3%,1). Dimenséo 1.
r+y+z=4
() 2z +5y—22=3
r+Ty—T72=5
Solugao
Vamos transformar a matriz ampliada do sistema na forma escalonada.

11 1 : 4 11 1 : 4 11 1 : 4
. L2—2L1—>L2 . L3—2L2—)L3 .
25 -2 3| . ;.5..°103 -4 5|03 -4 -5
3—Li1—7L3
1 7 -7 15 0 6 -8 : 1 00 0 : 11
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Portanto, pela ultima linha concluimos que o sistema é impossivel.

Posto da Matriz dos Coeficientes = 2 < 3 = Posto da Matriz Ampliada.

3r+2y—4z=1
r—y+z=3

r—y—3z=-3

3xr+3y—52z=0

—r+y+z=1
Solugao

Vamos transformar a matriz ampliada do sistema na forma escalonada.

3 2 —4 1 1 -1 1 3 1 -1
1 -1 1 3 3002 =4 0 1| o, |05
LIHLz . L3_L1_>L3
1 —1 -3 -3 1 -1 -3 -3 Ly—3L1—L 0 0
4 1 4
Ls+L,y—Ls
3 3 -5 0 3 3 =5 0 0 6
-1 1 1 1] -1 1 1 1 | L0 0
1 -1 1 : 3 1 -1 1 3
0 5 -7 -8 0 5 -7 -8
L4+ﬁL3*>L4 L5+%L3~>L5 Ly L5
T e |0 0 —4 -6 | ————0 0 -4 -2 | —
a—gLo—Ly
0 6 -8 : —9 0 0 0 0
L0 0 2 4 | L0 0 0 1|

Portanto, pela linha 4 da matriz ampliada escalonada, concluimos que o sistema é impossivel.
Posto da Matriz dos Coeficientes = 3 < 4 = Posto da Matriz Ampliada.

r—2y+3z=0
204+ 5y + 62z =0

Solucgao
A matriz ampliada do sistema, é:

1 -2 3 : 0
2 5 6 : 0

Vamos encontrar a sua forma escalonada

1 =2 3 : 0 Lo—2L1—Lo 1 -2
B
2 5 6 : 0 0 9

Da dltima linha obtemos que y = 0. Da primeira temos que t — 2y + 32 =0 24+ 22=0= 2z = —3z.

Portanto, y =0ex = -3z, z € R.

Posto da Matriz dos Coeficientes = Posto da Matriz Ampliada = 2 < 3 = Nudmero de Incégnitas. Portanto o

sistema é compativel e indeterminado.
Nulidade = 3 - 2 = 1. Temos uma varavel livre, que escolhemos z € R.
Resposta: (z,y,2) = 2(—3,0,1). Dimenséo 1.

3 10
0 : 0

0
0
0
0
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5) Determine m de modo que o sistema linear seja indeterminado:

mz + 3y = 12
1
2 —y =2
T+ 2y
Solugao

A matriz ampliada do sistema é:

N[

Calculemos a sua forma escalonada

m 3 12 | Lol | 2 3 2 | Le—imLioLy | 2 1 2
2 1 2 m 3 : 12 0 3—-2 : 12—-m
Portanto, conclui-se pela tltima linha que para o sistema ser indeterminado devemos ter m = 12.
6) Para o seguinte sistema linear:
m2z —y=0
rz+ky=20
Determine, se existe, o valor de m em funcao de k de modo que o sistema:
(a) tenha solugdo unica (trivial);
Solugao
A matriz ampliada do sistema, é:
m2 -1 : 0
1 k0
Calculemos a forma escalonada da matriz ampliada do sistema
m2 -1 : 0 Li¢Lo 1 E 0 Lo—m2L1—1Lo 1 E 0
e S
1 k : 0 m? -1 : 0 0 —1-m?k : 0

Logo, conclui-se pela tltima linha que para o sistema ter solucdo tinica devemos ter —1 — m?k # 0. Note que se
k>0, —1 —m?k # 0. No entanto se k < 0 ,—1 — m?k # 0 se e, somente se, m # +,/—+.

(b) seja impossivel.
Solucao
Pelo item (a) concluimos que néo hé valor de m para o qual o sistema seja impossivel. Visto que, param = 4/ —%,
k < 0, o sistema é possivel e indeterminado e nos demais casos o sistema é possivel e determinado.

Observagao: o sistema é homogéneo entao sempre tem solugao trivial z = y = 0, portanto nunca é impossivel.

7) Prove que o sistema
r+2y+3z2—-3t=a
20 — 5y —3z+12t =10
Tr+y+82+5dt=c

admite solulgao se, e somente se, 37a 4+ 13b = 9¢. Ache a solugao geral do sistema quando a =2 e b = 4.

Solugao
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A matriz ampliada do sistema é:
1 2 3 -3 : a
2 -5 —3 12 : b
7 1 8 5 : ¢

Calculemos a sua forma escalonada

1 2 3 -3 :a 1 2 3 -3 : a

. Lo—2L1—Lo . _éL2_)L2
2 =5 =3 12 : b | oo |0 -9 -9 18 1 b—2a |
7 1 8 5 ¢ 0 —13 —13 26 : c—Ta
1 2 3 -3 : a 1 2 3 -3 : a

. L3+13Ly—L .

0 1 1 —2 i b | T———=g 1 1 —2 20-b
|0 —13 —-13 26 : c—Ta 0 00 0 : =370l

Portanto, conclui-se pela ultima linha que o sistema admite solugao se e, somente se, %“_13}’ =04 37a+13b = 9c.

Agora vamos calcular a solucao geral do sistema quando a = 2 e b = 4. Logo, para a = 2 e b = 4 a matriz ampliada
do sistema é:

1 2 3 -3 : 2
01 1 -2 : 0
000 0 : 0

Calculemos a sua forma escada reduzida por linhas

1 23 -3 : 2 1 o1 1 : 2
. L1—2Ly— 11 .
011 -2 :0 10 1 1 -2 : 0
000 0:0 000 O0:0
Portanto, da segunda linha obtemos que y = —z + 2t e da primeira linha obtemos que z =2 — z — ¢, com 2,t € R.

Posto da Matriz dos Coeficientes = Posto da Matriz Ampliada = 2 < 4 = Numero de Incégnitas. Sistema Compativel
Indeterminado.

Nulidade = 4 - 2 = 2. Temos duas variaveis livres que escolhemos z,t € R.
Resposta: (z,y,z,t) = z(—-1,-1,1,0) + t(—1,2,0,1) + (2,0,0,0).
vo = (2,0,0,0) é chamada solucdo particular.
8) Determinar a e b para que o sistema seja possivel e determinado
3r—Ty=a
x+y=">
5 + 3y = ba + 2b
r+2y=a+b-—-1

Solugao

3 -7 a
1 1 b
5 3 . b5a+2b

1 2 a+b—1
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Vamos calcular a forma escalonada da matriz ampliada

3 -7 a 11 b 1 1 b
11 b | miem | 3 -7 a | 25007 |0 —10 7 a—3b
5 3 5a + 2b 5 3 sa+26 | TP Lo Z9 f Ba—3b
1 2 " a+b-1 1 2 % a+b-1 0 1 a—1
1 1 b 11 : b
LaLo 0 1 a—1 L3+2Lo—Ls 0 1 : a—1
0 —2 ' pg—3p | HtOla g Ta —3b—2
L0 —10 : a—3b | [0 0 1la —3b—10 |

Para o sistema ser determinado é necessario que

{7a—3b:2 {—7a+3b:—2 g8 a2

11a — 3b =10 11a — 30 =10

Substituindo ¢ = 2 em 7a — 3b = 2, obtemos b = 4.
Portanto, para o sistema ser determinado é necessario que b=4 e a = 2.

9) Determinar o valor de k para que o sistema
{x +2y+kz=1
20+ ky+82=3
tenha:
(a) solulgdo tinica
(b) nenhuma solugao

(¢) mais de uma solugao
Solucgao
A matriz ampliada do sistema é:

1 2 k 1
2 kK 8 1 3

Calculemos a forma escalonada da matriz ampliada

1 2 k 1| Le—20,5L, | 1 2 |
) - .
2 k 8 : 3 0 k—4 8—2k @ 1

(a) O posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes, mas nao ¢é igual ao ndmero de
incégnitas. Em vista disso, o sistema nao admite solugao tnica.

(b) O sistema nao admite nenhuma solugéo se k —4 =0 e 8 — 2k = 0, o que ocorre em k = 4.
(¢) O sistema admite mais de uma solugao para todo k # 4.

10) Resolva o sistema

ato
1_1_ 3

u v

Solucao
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Fazendo as mudancas de varidveis x = % ey = %, temos

2043y =8 - 20 +3y =8
r—y=-—1 —2rx+2y=2

Dai segue que 5y = 10 = y = 2. Substituindo y = 2 em z — y = —1, obtemos que = = 1.

Portanto,%:leéuzle%:y:2:>v:%.

11) Discuta os seguintes sistemas:

r+z=4
(a) Sy+2z=5
ar+z=4
Solugao
A matriz ampliada do sistema é:

1 0 1 : 4
011 : 5
a 0 1 : 4

Calculemos a forma escalonada da matriz ampliada do sistema

1 01 : 4 10 1 4
. L3—aLi—L3 .
011 :5| |01 1 5
a 0 1 : 4 0 0 1—-a @ 4—4a

Pela tltima linha temos que se @ = 1 o sistema é indeterminado. Por outro lado, se a # 1 o sistema é determinado.
z+z+w=0
r+ky+kw=1
x4+ (k+1)z+w=1
r+z+kw=2

Solugao
A matriz ampliada do sistema é:

10 11 0
1k 0 k2 1
1 0 k+1 1 : 1
10 1k 2
Calculemos a sua forma escalonada
10 11 0 1 0 1 1 0
1 k 0 k2 © 1| L2052 |0k -1 k2—1 1
10 k+1 1 1| ™" o0 & 01
10 1 k@2 00 0 k-1 : 2

Pela quarta linha, temos que se k = 1 o sistema é impossivel. Também, pela terceira linha, temos que se k =0 o

sistema é impossivel. Nestes casos o Posto da Matriz dos Coeficientes = 3 < 4 = Posto da Matriz Ampliada.

Por outro lado, se k # 1 e k # 0 o sistema é possivel e determinado e tem como solucao: = = _k?;’i:l,y =

—2k%—k+1 , _ 1 _ 2
%2 ,z—kew——k_l.
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12) Determine k para que o sistema admita solugéo.
—4x + 3y =2
S5 —4y =0
20 —y =k
Solucgao

A matriz ampliada do sistema é:

-4 3 2
5 —4 0
2 -1 k

-4 3 2 1 -3 -3
—iLieLy L3—5L1— L
5 —4 0 5 —4 0 | .20 51,
| 2 -1 k 2 -1 k
3 1 3 1
L=y —3 L -y —3
0 _1 5 | Lef2lemls, 1 5
1 2 1 2
L0 2 k+1 0 0 : k+6
Portanto, pela tdltima linha, temos que se k = —6 o sistema é possivel e determinado. Neste caso temos: Posto da

Matriz dos Coeficientes = 2 = Posto da Matriz Ampliada.

Por outro lado, se k # —6 o sistema é impossivel. Neste caso temos: Posto da Matriz dos Coeficientes = 2 < 3 = Posto
da Matriz Ampliada.

13) Classifique, de acordo com o valor de k, os sistemas abaixo em “possivel e determinado”, “possivel e indeterminado”,
ou ‘impossivel”.

r+y—kz
a) ¢ kr+y—2 = 2-k
r+ky—=z
kx+2y = 6
b) 3x—y = -2.
z+y =0

|
=

Il
|
=

Solugao

14) a) SIse k= —2 ou k =1 e SPD caso contrédrio. b) SPD se k = —10 e SI caso contrario.

10



