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Algebra Linear - 2022.3

Lista 4 - Determinantes

1) Encontre o determinante de cada uma das seguintes matrizes

1 3 2 1 1 -1 a a® a®
A=| 8 4 0 |,B= 1 -1 1 )ec=|10b ¥ b
2 1 0 —1 1 1 c 2 3

Solugao

Vamos calcular o determinante da matriz A aplicando o desenvolvimento de Laplace na terceira coluna, isto €,

1 3 2 8 4
detA=det| 8 4 0 :(—1)1+32det< >:2(8—8):2(0):O.
2 10 21

Para a matriz B, note que

1 1 -1 1 1 -1
1 -1 1 | ferembef g g
-1 1 1 0o 0 2
Logo, aplicando o desenvolvimento de Laplace na terceira linha, segue que
1 1 -1 1 1
detB=det| 1 -1 1 | =(=1)*"2det =2(-1-1)=2(-2) = —4.
0 0 2 -l

Ja para a matriz C, por sabermos que o determinante nao se altera com operagoes elementares sobre colunas, proce-
demos da seguinte forma:

a a* a® ol a 0 0 a 0 0
bbb | 2 | b b —ab b —a?h | = b b(b—a) bb—a)(b+a)
c 2 B ) Gt c —ac A —a’c ¢ c(c—a) clc—a)(c+a)

Assim,

a 0 0
b(b—a) bb—a)(b+a)
detC=det| b bb—a) bb—a)(b+a) | =adet ) de—aVeta) )
¢ cle—a) clc—a)lc+a) (C(C )« )(c+a) )

Note que, na iltima igualdade, foi aplicado o desenvolvimento de Laplace na primeira linha. Agora, usando a linearidade
do determinate em cada linha, concluimos que

bb—a) bb—a)b+a) \ dele — a)de 1 (b+a) — abe(b— ae — a)(e —
adet(c(c—a) c(c—a)(c—l—a))_ab(b )e( )dt<1 (c+a)) be(b — a)( )e—b).

Portanto, detC = abe(b — a)(c — a)(c — b).

2) Encontre o determinante da matriz

NN =W
N W O
© O = Ot
=W O N

Solucgao
Para calcularmos o determinante de B vamos aplicar o desenvolvimento de Laplace na segunda linha, isto é,
3 4 2

4 5 2
detB = (—1)*"1det | 3 6 3 |+ (=1)*31det| 2 3 3 | =(=1)(-12) +(-1)36 = —24.
2 9 4 72 4



MATEMATICA, COMPUTAGCAO E COGNICAO

Universidade Federal do ABC

3) Mostre que

2 3 71 3
2 3 71 5
det| 2 3 6 1 9 | =2
4 6 2 3 4
5 8 7 45
Solugao
Note que
2 3 71 3 2 3 71 3
2 3 7 1 5 00 0 0 2
2 36 1 9 |2l 9 36 1 9
4 6 2 3 4 4 6 2 3 4
5 8 7 45 5 8 7 45
Logo,
2 3 7 1 3 2 3 7 1 3
2 3 715 000 0 2 g g (73 }
det| 2 3 6 1 9 [=det| 2 3 6 1 9 2+52det4623
4 6 2 3 4 4 6 2 3 4 58 7 4
5 8 7 45 5 8 7 4 5
Note que, na ultima igualdade, foi aplicado o desenvolvimento de Laplace na segunda linha. Contudo,
2 3 71 2 3 171
2 3 6 1 Ly—Li—Lo 00 -1 0
4 6 2 3 4 6 2 3
5 8 7 4 5 8 7 4
Assim,
2 3 71 2 3 71 9 3 1
2 3 6 1 0 0 -1 0 213
(—2)det = (—2)det =(=2)(-1)*(=l)det | 4 6 3 | =2
4 6 2 3 4 6 2 3 5 8 4
5 8 7 4 5 8 7 4

Note que novamente, na pentltima igualdade, foi aplicado o desenvolvimento de Laplace na segunda linha.

Portanto,
2 3 71 3
2 3 7 15
det| 2 3 6 1 9 | =2
4 6 2 3 4
5 8 7 4 5
Mostre que
2 1 5 1 3
2 1 5 1 2
det| 4 3 2 1 1 | =2
4 3 2 0 1
21 6 w7
Solugao
Temos que
2 1 5 1 3 21 5 1 3
2 1 5 1 2 00 0 0 -1
43 2 1 1 |2zt oy 3 2 1
4 3 2 01 4 3 2 0 1
21 6 © 7 21 6 = 7
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N o K

Entretanto,

Consequentemente,
2 1 5 1 3 2 1 5 1 3
21 5 1 2 000 0 -1 i ; g
det| 4 3 2 1 1 |=det] 4 3 2 1 1 | =det 43 9
4 3 2 01 4 3 2 0 1 2 1 6
2 1 6 7 21 6 © 7
Note que, na ultima igualdade, foi aplicado o desenvolvimento de Laplace na segunda linha.
2 1 5 1 2 1 5 1
4 3 2 1 Ls—Ly—Ls 4 3 2 1
4 3 2 0 00 0 -1
2 1 6 7 21 6 «
Em vista disso,
2 1 5 1 2 1 5 1
2 1 5
4 3 2 1 4 3 2 1
det 4392 0| det 000 -1 |~ det 421 Zi 2 =2
21 6 =« 21 6 =

Note que novamente, na pentltima igualdade, foi aplicado o desenvolvimento de Laplace na terceira linha.

Por conseguinte,

Escalonando a matriz A, obtemos

21 5 1 3
2 1 5 1 2
det| 4 3 2 1 1 | =2
4 3 2 0 1
21 6 7
Use eliminacao Gaussiana (escalonamento) para calcular os determinantes das seguintes matrizes:
1 -2 1 -1 2 1 3 2
1 5 -7 2 3 0 1 =2
A= 3 1 -5 3 B = 1 -1 4 3
2 3 -6 0 2 2 -1 1
Solucgao

1 -2 1 -1 s 1 -2 1 -1 1 -2 1 -1
1 5 =7 2 | 230,51, 0 7 —8 3 | Ly—LooLs 0 7 -8 3
3 1 -5 3 L,—2L1—Ly4 0 7 -8 6 Li—Lo—Ly 0 0 0 3
2 3 —6 0 0 7 -8 2 0 0 0 -1
Portanto,
1 -2 1 -1 1 -2 1 -1
1 5 —7 2 0 7 -8 3
det 3 1 —5 3 = det 0 0 0 =0.
2 3 —6 0 0 0 0 -1
Ja para a matriz B, temos
2 1 3 ba-Spio, (201 32
3 0 1 =2 | Li-iri—Ls 0 —% —é -5 Ls—Lo—Ls
1 -1 4 3 Ly—Li—Ly 0 -3 5 2 La+2Ly—Ly
2 2 -1 1 0 1 -4 -1
2 1 3 2 2 1 3 2
0 -3 I 5 | La+Biemze | 0 -3 -1 —5
_
0 0 6 7 0 0 6 7
0o o0 - -2 0o 0 0 32
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Portanto,
2 1 3 2 2 1 3 2
3.0 1 -2 0 -3 -I -5
- 2 2 - _
det 1 -1 4 3 det 0 0 ¢ 7 55.
2 2 -1 1 o o0 o 22
Se A e B sao matrizes quadradas das mesmas dimensdes e det(A) = 2 e det(B) = 3, encontre det(A?B~!).
Solugao
Sabemos que
1
BB™! =1 < det(BB™') = detl < detBdetB™' = 1 < detB™' = PRV
e

Além disso,
det(A?) = det(AA) = detAdetA = (detA)>.

Portanto,
1 4
t(A’B™') = detA%det B~" = (detA)? = (27 =-.
det( ) ctA%de (e)detB ()3 3
Para cada uma das matrizes abaixo calcule sua adjunta e utilize estes calculos para calcular a matriz inversa:
1 1 3 3 5 4
A= 2 -2 1 |,B=| 2 1 1
0 10 1 0 1
Solucao

A adjunta da matriz A é a transposta da matriz dos cofatores de A. O cofator A;; do elemento a;; da matriz é
(—1)"*idetA;j, em que A;; é a submatriz de A, obtida extraindo-se a i-ésima linha e j-ésima coluna. Isto posto,
calculemos

-2 1 2 1
Aqp = (1) det L o)™ —1, A= (=1)*2det 00 )= 0,
2 =2 1 3
Alg = (—1)1+3d6t 0 1 = 2, Agl = (—1)2+1d6t 1 0 = 3,
1 3 1 1
(1242 _ _ (_1\2+3 _
AQQ = ( ].) det 0 0 ) 0, A23 ( ].) det 0 1 ].,
1 3 1 3
Azy = (—1)3 det 51 )= 7, Agzy = (—1)3"2det 5 1 )= 5,
1 1
— (_1)3+3 —
Agg = ( ].) det 9 _9 = —4.
Por conseguinte,
Ay Ay Agg -1 3 7
ade = A12 A22 A32 = 0 0 5
Az Aoz Asg 2 -1 —4
Agora, para a matriz B, calculemos
11 2 1
All = (—1)1+1d6t 0 1 = 1, Alg = (—1)1+2d6t 1 1 = —1,
2 1 5 4
Az = (—=1)1F3det 10 )= —1, Ay = (—1)*ldet 01 )" -5,
3 4 3 5
AQQ = (—1)2+2d€t 1 1 = —]., Agg = (—1)2+3d€t 1 0 = 5,
5 4 3 4
Agy = (=1)3Tdet L1 )=1 Am= (—1)3+2det 5 1) =5
3 5
— (_1\3+3 —
A33 = ( ].) det 2 1 = —7.
Portanto,
Ay Ay Agy 1 -5 1
aij = A12 AQQ Agg = -1 -1
A1z Agz Asg -1 5 -7
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Uma vez que

1 1 3 3 5 4
detA=det| 2 -2 1 | =5edetB=det| 2 1 1 | = -6,
0 1 0 1 01
segue que
1 3 7
ST SRR T O B A
= adjA) = - =
detA 5 2 1 4
2 -1 4 5 5 %
¢ 1 5 1
1 -5 1 —= 2 —=
- 1 - ¢ % 8
1= (adjB)y=—-=1| -1 -1 5 | = I 1 _5
detB ¢ 5 9
-1 5 =7 § "6 6
8) Calcule os seguintes determinantes
VT 10 100 N 0
A= 0 1 e |,B= 10 1 0
0 0 m 100 e /7
Solucgao

A matriz A é triangular superior e a matriz B é triangular inferior. Em vista disso, os respectivos determinantes sao
o produto dos elementos da diagonal principal, isto é,

VT 10 100 VZ] 0
detA = det 0 1 e | =nedetB =det 10 1 0| =m.
0 0 rm 100 e 7
9) Determine a matriz de cofatores e a matriz adjunta das seguintes matrizes:
2 -1 3
A= ( :1,) i ) ,B = 0 11
-1 -2 0
Solucao
Os cofatores da matriz A sdo:
All = (—1)1+1d€t (4) = 4, Alg = (—1)1+2d6t (3) = —37
A]_g = (—1)2+1d6t (2) = —2, A21 = (—1)2+2d€t (1) =1.
Portanto,
¢ A A
4 11 21\ _ 4 =2
wa= (3 an)-(4 1)
em que A é a matriz dos cofatores de A.
Os cofatores da matriz B sao:
11 0 1
All = (—1)1+1d€t 92 0 > = 2, A12 = (—1)1+2d6t 1 0 = —].,
0 1 -1 3
Alg = (—1)1+3d6t 1 _9 > = 1, A21 = (—1)2+1d6t 2 0 = —6,
2 3 2 -1
Agg = (—1)2+2d6t 1 0 = 3, A23 = (—1)2+3d6t 1 _9 ) = 5,
-1 3 2 3
A31 = (—1)3+1d6t 1 1 = —4, Agg = (—1)3+2d€t 0 1 ) = —2,
2 1
_(_1)3+3 _
A33 = ( 1) det 0 1 = 2.
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Por conseguinte,

e
Ay Ay Az 2 -6 -4
aij = Alg A22 A32 -1 3 -2 s
Az Agz Asg 1 5 2

em que B é a matriz dos cofatores de B.

10) Calcule as inversas das matrizes do exercicio anterior usando adjunta e escalonamento.
Solugao

Primeiramente vamos calcular as inversas das matrizes A e B usando as respectivas adjuntas. Haja vista que

1 9 2 -1 3
detAzdet( >:—2edetB:det 0 1 1 =38,
3 4
-1 -2 0
segue que
1 1 4 -2 —2 1
Al = — (adjA) = —= =
aan=-3(5 7)=(7F 4)

e

2 -6 —4 r 3 1
_ 1 : 1 t 3 _1
B! = (adjiBy==-| -1 3 =2 | =| -z g —z
detB 8 S B
L5 2 5008 1
Agora vamos calcular A1 e B~! usando a eliminagao de Gauss-Jordan. Entao,
1 2 1 0 Ly—3L1—Ls 1 2 1 0 —3Ly—Ls
_ —
3 4 0 1 0 -2 -3 1
12 1 0\ 251, [ 1 0 0 =2 1
=
01§ - 01§ -

Portanto,

b
L
Il
VR
ol [lg
|
[
~~
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J4 para B~!, segue

2 -1 3 :100 1 -4 2 : 100
. s3L1—Ls L3+Li1—Ls
0o 11 :010 | —— 0 1 1 0 1 -
-1 -2 0 : 0 0 1 -1 -2 0 00 1
1 -1 8 100 1 i 3 100
2 2 2 Lo+ 3LasLs 2 2 2 1r3—Ls
0 1 1 010 |— o 11 0 10
0o -5 2 3 01 0 0 4 : % 31
1 3 1 1 3 1
L' =3 3 03 00 L =3 3 2 00 ,
Lo—Ls— Lo Li—5L3—1La
0 11 o1 0|~ 7’0o 10:-% 2% 2|~ 7
SRS o013
1 -1 9 5 _15 3 1 =1 9 1 _3 _1
Lo e [ T T
0 10 -5 § —3 0 10 -5 § —3
1 5 1 1 5 1
0 01 3 5 1 0 0 1 $ 5 1
Portanto,
1.3 1
g -t & _%
A A
8 8 4

11) (a) Use eliminagao Gaussiana (escalonamento) para determinar se existem as inversas das seguintes matrizes:

Lo 1 Lo
A= ,B=[1 2 1
0 1 11 02 0
-1 0 0 3
Solucao

Vamos calcular a forma escalonada da matriz A, isto é,

21 00 2 1 00
1 0 =1 1 | Le—dL1-Ls 0 —3 -1 1 | LatdLioLs
01 11 ; 0 1 11 ’
-1 0 0 3 -1 0 0 3

2 1 00 2 1 00

0 —3 —1 1 | LsoLs | 0 1 1 1 | LstiLe—Ls

0 1 11 0 —% -1 1 5

o i 0 3 0 4+ 0 3

2 1 00 21 00

0 1 1 1 Ly—3La—Ly 0 1 1 1 Ly—L3—Ly
o0 -1 3 00 —3 3 ;

0 3 0 3 00 —% %

OO O N
OO ==
|
ONI- = O
=W = O
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Uma vez que durante o escalonamento houve uma permutacgao de linhas, segue que

21 00 2 1 0 0
1 0 -1 1 0 1 1 1
deti 91 11 | oo -1 3 |7T!
-1 0 0 3 0 0 0 1
Portanto existe A™1, pois detA =1 # 0.
Ja para a matriz B, temos
1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 2 1 Lezlizle | g o o | LezLezls | g 9 o |
0 2 0 0 20 0 00

Assim,

O = =
NN O

det (

Portanto, B~! ndo existe, pois detB = 0.

1
1 = det
0

OO =
o N O
OO =
v
Il

o

(b) Calcular a inversa quando existe.

Solugao

Vamos calcular A~! utilizando a eliminacdo de Gauss-Jordam, isto é,

21 00 :1000 14 00 : 3000

10 -1 1:0 10 0| 3L 1 0 -1 1 010 0 | Lo-LioLs
—_— _

01 11 :00 10 01 11 0010

-1 0 03 :0001 -1 0 03 : 0001

1 12 00 3 000 1 12 00 3 000

0 -4 -1 1 : =2 10 0 | Lattamsy | 0 =3 =1 1 © =3 1 0 0 [ —200-Ls

0o 1 11 0010 0o 1 11 0010

-1 0 0 3 0001 o 4+ 0 3 3 00 1
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1 40 0:3 000 14 0 0 3 000

0 1 2 -2 1 =2 0 0 | Lo—LemLs | O 1 2 =2 1 =2 0 0 | Li—}La—Ls
_—

0 11 0 010 00 -1 3 : -1 210

020 3:1%1 001 02 0 3 i 00 1

1 1 1 1

13 0 0 3 000 13 0 0:3 0 00

01 2 -2 1 =2 0 0 | (-Ds=Ls [ O 1 2 =2 I =2 0 0 | ri—resrs
_— —_—

00 -1 3 : -1 210 00 1 -3 1 -2 -1 0

00 -1 4 0 10 1 00 -1 4 0 1 01

10 o0:42 0 00 140 0:3 0 00

0 01 -3 1 -2 -1 0 001 0 4 -5 —4 3

000 1 1 -1 -1 1 000 1 1 -1 -1 1

12 00:4%2 0 00 1 4 00 i 0 0 0

01 20 3 =4 =2 2 | Ly2LssLy [ 001 0 0 @ =5 6 6 —4 | Li—}LoL
—_— _—

0 010 4 -5 -4 3 0010 4 -5 -4 3

0 001 1 -1 -1 1 0 001 1 -1 -1 1

1000 3 -3 =3 2

0100: -5 6 6 —4

0010 4 -5 —4 3

0001 1 -1 -1 1

Portanto,

3 -3 -3 2
-5 6 6 —4
4 -5 —4 3
1 -1 -1 1

AT =

12) Resolva os seguintes sistemas, com a, b, ¢ constantes, por dois métodos: (i) escalonamento e (i7) escrevendo o sistema
na forma matricial Ax = b e encontrando a inversa da matriz A.

(a)
20 4+y =
3x+6y = b (1)

IS

Solucgao
Vamos transformar a matriz ampliada do sitema em uma matriz na forma escalonada, isto €,

(2 1 CL) Ly—3L1—Ls (2 a )
_ .
: b—
36 b 0 2b-3a

—_

N
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Logo, o sistema de equagoes correspondente a forma escalonada da matriz ampliada do sistema é:

2x + = a
9y _ 2b—3a (2)
2y = T2

Da segunda linha de obtemos y = 2b§3“, que substituindo na primeira linha de nos possibilita concluir

__ 6a—b
que r = —5—.
6a—b
Sl = ( 2b93a ) :
9

Agora, reescrevendo o sistema na forma matricial Ax = b, obtemos

(3a)(3)-(0)

Portanto, a solugao do sistema é:

Temos que

é a matriz dos coeficientes. Entéao,

R

Logo, a solucio do sistema (1)) é x = A~ b, ou seja,
2 1 6a—b
T 2 _1 a ba—b
= = 9, .
<y> (—% g)(b) (—2"53“>

r+y+z = a
2042z = b (3)
3y+3z = ¢
Solucgao
Vamos transformar a matriz ampliada do sitema em uma matriz na forma escalonada, isto é,

11 1 a 1 1 1 : a

Ly—2L1—Lo . L3+2Ly—Ls
2 0 2 ——— 0 -2 0 : b—2a | ——————
0 3 3 c 0 3 3 : c

—
—_
[
s}

-2 0 : b-—2a

. 3b+2c—6a
0 3 @ 8hiZGa

o O

Logo, o sistema de equagbes correspondente a forma escalonada da matriz ampliada do sistema é:

rT+y+z = a
—2 = —2a+b (4)
32’ — 3b+2c—6a

2

Da terceira linha de , obtemos z = 3b+2+6“. Ja, na segunda linha de @ determinamos que y = 2a2_ b Por
fim, substituindo os resultados de y e z na primeira linha de ({d]), concluimos que x = 3%=¢.
Y b 3

Portanto, a solugao do sistema é:

10
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Agora, reescrevendo o sistema na forma matricial Ax = b, obtemos

11 1 : a . a
2.0 2 b y =10
z c
0 3 3
Temos que
1 11
A= 2 0 2
0 3 3
é a matriz dos coeficientes. Entéo,
1 0 -3
Al = 1 —% 0
1
-1 3 3

Logo, a solucao do sistema éx = A"'b, ou seja,

x 1 0 —% a 3”; <
y | = 1 -3 0 b | = b
> -1 % % c Sb+26076a
13) Mostrar para a seguiente matriz de M, «, a igualdade:

2 1 0 0 .. 0 O

1 2 1 0 .. 0 O

0 1 1 ... 0 0

. =n+1
0 0 0 O 2 1
0 0 0 O 1 2

Solugao 1
A demonstracao serd feita de maneira indutiva sobre a ordem da matriz n > 1. Se n = 1, entdo a matriz A = (2) e,
neste caso, detA =det(2) =2=1+1=n+ 1.

Agora, como hipétese de indugdo, assumimos a validade da afirmacdo para todo n < k e vamos provar que vale para
n==k+1.

11
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De fato,
2 1 0 0 0 O 2 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0
o 1 2 1 .. 0 O 0o 1 2 1 0 O
det| . . . o = (=D'2det | . . o
o o o o0 .. 2 1 0 0 0 O 2 1
o o 0 o0 .. 1 2 b1kt 0 0 0 O 1 2 kxk
1 1 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0
0o 1 2 1 0 0
+  (=1)'*21det .
0O 0 0 O 2 1
0 0 0 O 1 2 kxk
hip
=" 2(k+1)
2 1 0 O 0 0
1 2 1 0 0 O
0 1 2 1 0 0
— (=) 1det )
0 0 0 O 2 1
0 0 0 O 1 2 X1
hip
= 2(k+1)—k

= (k+1)+1,
0 que termina a prova por indugao.
Solugao 2

Nesta solugao é apresentado o procedimento para o calculo do determinante por escalonamento, isto é,

2 1.0 0 .. 00 2 1 0 0 .. 00
1 2 1 0 .. 00 0 2 1 0 0 0
0 ]. 2 ]. 0 O L27%L14)L2 0 ]. 2 ]. 0 0
00 0 0 2 1 0 0 0 0 2 1
00 0 0 1 2 0 0 0 0 1 2
2 1 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0
L3—2Ly—Ls 0 0 % 1 0 0 Ln—l_%Ln—2—>Ln—l
0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 1 2
2 1 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 0 3 1 0 0 0
00 5 1 . 0 0| w2y 0y |0 0 35 1 0 0
00 0 0 n=l g 0 0 0 a1
0 0 0 0 12 00 0 0 0 =

|

12
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Logo,
2 1 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 2 1 0 0 0
01 2 1 .. 0 0 0 0 3 1 0 0
det | . . . .. | =det | .
0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 !
0 0 0 O 12 0 0 0 0 0 =t

|

34 n n+l yxi+l
=2-_ .. = = 1.
23 11 .ot

13



