Espacos Vetoriais

Espacos Vetoriais

Bases 2

Algebra Linear

Mariana Silveira - Cristian Coletti

&

Universidade Federal do ABC



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Aula passada

V espaco vetorial, B C V finita, B € base se [B] = Ve Bé LI
» Todo esp. vetorial finitamente gerado admite base

» Se S={wv,...,va} € um conjunto de geradores de V, entdo podemos extrair
de S uma base para V.

» Base nao é unica, mas vamos mostrar que o numero de elementos das
bases possiveis para V € Unico.

» Base nao é Unica, mas vamos mostrar que o numero de elementos das
bases possiveis para V é unico.

1/20



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Lema

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Se {uy, ..., un} € um conjunto de
geradores para V, entdo qualquer conjunto LI de V tem no maximo n vetores.
Equivalentemente, todo subconjuntode V com mais do que n vetores é LD.
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Demonstracao

Suponhamos que V = [uy, ..., Uy]. Entdo podemos extrair de {uy, ..., up,} uma base
para V. Seja B = {uy, ..., ur} esta base (r < n). Consideremos um subconjunto
de V com m vetores para m > n {wj, ..., wn}. Queremos mostrar que tal conjunto
é LD. (Existe uma combinagéo linear de {wy, ..., wy} com coeficientes ndo todos
nulos dando o vetor nulo)
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Como {uy,...,ur} é base para V entéo

Wiy = ol + ..o+ aqrlr (1)

Wm =amly +...+amlr

com ajj € R.

Assim temos {wjy, ..., Wy} € LD se e s0 se existem f34, ..., Bm ndo todos nulos tais
que

Biwr + ...+ BmWm =0 @)
Substituindo (1) em (2)

51 (Oz11 uy + ...+ a1,ur) + ...+ ﬁm(a,m uy + ... + am,u,) =0
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Rearranjando
(Broqq + oo+ Bmamt)ur + ... + (Braqr + ... + Bmamr)ur = 0
Como Bé LI

Braay + ... + Bmam =0 3)

Braqr + .. + Bmamr = 0

Temos que (3) € um sistema linear homogéneo com m incégnitas 51, ...,fme r
equacbes. Como r < n < m, (3) é compativel indeterminado e por tanto tem
solugao nao trivial. Assim, existem 4, ..., 8m nao todas nulas satisfazendo (2), ou
seja {wy, ..., wn} é LD.
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Teorema
Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Entdo toda base de V possui o
mesmo numero de vetores.
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Demonstracao

Sejam By = {uy, ..., Un}, Bo = {v1, ..., v} bases para V.
Se By é LI, By gera V entédo pelo Lema n < m,

B, é LI, By gera V entdo pelo Lema m < n).

Portanto m = n.
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Dimenséao

Definicao

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. O numero de elementos de uma
base de V é chamado dimensao de V.

Os espacos vetoriais finitamente gerados sao também chamados de espacos
vetoriais de dimensao finita.
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Exemplos

> dim (R) = 1, dim (R?) =2, ..., dim (R") = n.
» dim (Mpx<n(R)) = m x n.

» dim (Py(R)(=n+1.

» dim {0} = 0.

Observacao
Seja V um espaco vetorial de dimenséao n. Entao
» Todo conjunto em V com mais que n elementos é LD.

» Todo conjunto em V com menos que n elementos ndo gera V.
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Teorema do completamento

Teorema

Seja V um espaco vetorial de dimensé&o finitan > 1. Se {uy,...,u;} C V éum
subconjunto LI de V com r elementos, entdo existem n— r vetores Uy, 1,...,Up € V
tais que B = {uy,...ur, Ury 1, ..., Un} € uma base para V.

Observacao

Todo conjunto LI em um espaco vetorial de dimens&o finita pode ser completado
de modo a formar uma base.
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Demonstracao

Pelo Lema temos que r < n.

Passo 1: Se r < nentéo {uy, ..., ur} ndo € base de V. Logo existe u, 1 € V tal
que ury 1 ¢ [uy, ..., ur]. Pela propriedade (4), {u1, ..., Ur, Uri 1} LI

Passo 2: Se r +1 < n, repita o passo 1 para {uy, ..., Ur. 1 }. Ap6S um ndmero finito
de passos obtemos {uy, ..., Ur, Ur11,...Un}.

Pelo Lema todo conjunto com mais que n vetores € LD. Segue da propriedade (5)
que todo elemento de V é combinacao linear de {uy, ..., up}. Por sua construgao,
{uq,...,un} € LI, portanto é base.
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Corolario
Se V é um espaco vetorial de dimensao finita n, todo conjunto LI com n vetores é
uma base para V.

Demonstracao Seja B C V tal que V é LI e tem n elementos. Se B néo € base

para V, segue do teorema do completamento que podemos acrescentar vetores
em B para obter uma base. Fazendo isso obteriamos uma base com mais do que
n vetores, o que contradiz o fato que n = dimV.

12/20



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC
Exemplo

» Toda tripla de vetores LI em R® é base para R®.

» Todo conjunto LI com n+ 1 vetores em Pp(R) é base para Py(R).

Exercicio

» Toda subespaco de um espaco vetorial de dimensao finita tem dimensao
finita.
» Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e W um subespaco vetorial
de V:
a) dimW < dimV
b) Se dimW = dimV entdo V = W.
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Teorema

Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finita e U e W subespacos de V. Entao
dim(U + V) = dimU + dimV — dim(U n W).

Demonstracao (Ideia)

B={uy,...,u/} base para UN W.

» BéLlem Upelo TC existe {vy, ..., vs} tal que {uy, ..., Ur, v1, ..., Vs} € base
para U.

» BéLlem W pelo TC existe {wj, ..., w;} tal que {uy, ..., ur, wq, ..., w;} é base
para W.

Entdo {uy, ..., ur, vy, ..., Vs, Wy, ..., w;} é base para U + W.
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Entdo
> dm(UnW)=r
» dim(U) =
» dm(W)=r+t
(U

W)
> dm(U+ W)=r+s+t
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Exemplos

r

Z
!
;
;

/ rna={P}
V =RS, dimV =3
Unw = {0}
dim(Un W) =0
dimU =2
dmW =1
dim(U + W) = dimR? (subespaco de R® com mesma dimenséo que R3)
Portanto U + W = R3
Como UN W = {0}, asoma édiretaR® = W o U

vV vVvyVvyVvyYyy
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UFABC

vV v v v vV Vv .Y

Wi N W, = reta

dim(Wy n Wa) =1

dim(W;) =2

dim(Ws) = 2

dim(Ws + W,) =2 +2 — 1 = 3 = dimR3
Portanto W; + W, = R3 (a soma néo é direta )

Se V=Wa Uentao dimV = dimU + dimW

17/20



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC
3. V=R

» U={(x,y,2), x+y—z=0}
> W={(x,y,2), x=y}

» Determine U+ We UNW.
» De U,

X+y—z = 0—z=x+Yy
U = {xy,x+Yy), x,y e R}
= {(x0,x)+(0,y,y), x,y € R}
= {x(1,0,1)+y(0,1,1), x,y € R}
= [(1,0,1)+(0,1,1)], L/

Portanto BU = {(1,0,1) + (0,1, 1)} € base para U, dimU = 2
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De W,

X =Y

W = {(x,x,2), x,zc R}
= {(x,x,0)+(0,0,2), x,z € R}
= {x(1,1,0)+ z(0,0,1), x,z € R}
= [(1,1,0)+(0,0,1)], LI

Portanto BW = {(1,1,0) + (0,0, 1)} & base para W, dimW =2
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DeUnNn W,

X = yez=x+y
unwW = {(x,x,2x), x € R}
= {x(1,1,2), x e R}
= [(1,1,2)], LI

Portanto dim(U N W) =1
Logo

dm(U+ W) = dimU + dimW — dim(U N W)
= 24+2—1=23=dm(R®)
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