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Estruturas Algébricas

Algebra: Estuda o comportamento de operagbes em conjuntos.

Estrutura Algébrica: Classe de Conjuntos com uma ou mais operagdes sobre
eles satisfazendo determinadas propriedades. Espacos vetoriais, Grupos, Anéis,
Corpos, Médulos,...
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Estruturas Algébricas

Algebra: Estuda o comportamento de operagbes em conjuntos.

Estrutura Algébrica: Classe de Conjuntos com uma ou mais operagdes sobre
eles satisfazendo determinadas propriedades. Espacos vetoriais, Grupos, Anéis,
Corpos, Médulos,...

Uma operacao binaria em um conjunto ndo vazio A é uma aplicagcdo que associa
a cada par ordenado de elementos de A um Unico elemento de A.

¥ AxA — A
(a,a2) = aj*xa
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Propriedades

Seja * uma operacao binaria em A.

> « € associativa se (ay x &) x a3 = ay * (& * as) Vay, ap, as € A.
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Propriedades

Seja * uma operacao binaria em A.
> « € associativa se (ay x &) x a3 = ay * (a2 * as) Vay, ap, as € A.

> x é comutativa se a; x a> = a» x a; Vay, a» € A.

Dizemos que e € A é um elemento identidade ou elemento neutro para x em A
se paratodoae A
axe=exa=a.

Obs: Quando e existe, ele é Unico. Sejam e, € € A elementos identidade para *.
Como axe=aparatodo ac A, entdo € xe = €.

Como € xa=aparatodoac A, entdo € xe = e.

Segue que € = e.
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Elemento inverso

Sejam a;, a» € A e seja e € Ao elemento identidade para x.

Notacédo: Denotamos por a~' o elemento inverso de a.
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Elemento inverso

Sejam a;, a» € A e seja e € Ao elemento identidade para x.

Dizemos que a, € o elemento inverso de a; com relagédo a x se

aqxd8y = a xaq = e.

Notacédo: Denotamos por a~' o elemento inverso de a.

Obs: Seja * uma operacao bindria associativa e com elemento identidade e em
em A. Dado a € A, quando a~ ' existe, ele é Unico.
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Exemplos

1- R com a operagéo de adigao “+”.
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» Dado a € R, o elemento inverso de a com relagcdo a “+” é —a.
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Exemplos

1- R com a operagéo de adigao “+”.
» -+ ¢ associativa, comutativa.
» Seu elemento identidade é 0.

7

» Dado a € R, o elemento inverso de a com relagcdo a “+” é —a.
2
3
4

Q com a operacéo de adigao “+”".

C com a operagao de adi¢ao “+”.

7. com a operacao de adicdo “+”.
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2
3

4
5
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7. com a operacao de adicdo “+”.

R com a operacao de multiplicacao “.”.
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» “” ¢é associativa, comutativa.
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» Dado a € R — {0}, o elemento inverso de a com relagéo a “.” é 1/a.
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6- O conjunto Z com a operacao de multiplicagao “.”.
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6- O conjunto Z com a operacao de multiplicagao “.”.

» “” é associativa, comutativa.
» Seu elemento identidade é 1.

“w

» Nenhum elemento em Z — {1} tem elemento inverso em Z com relagéo a “.”.

7- R com a operacéo de subtracao “—".

> “_"n3o é associativa, ndo é comutativa.
» Nao tem elemento identidade.
a-e=a

e—a=a
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Exemplos

@y

6- O conjunto Z com a operacao de multiplicagao “.”.

» “” é associativa, comutativa.
» Seu elemento identidade é 1.

“w

» Nenhum elemento em Z — {1} tem elemento inverso em Z com relagéo a “.”.

7- R com a operacéo de subtracao “—".

> “—"n3o é associativa, ndo é comutativa.
» Nao tem elemento identidade.
a-e=a
e—a=a

8- A operacéao de subtracdo “—” ndo é uma operacgao binaria em N. Por
exemplo, 3 —4 ¢ N.
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Grupos
Um grupo € um par (G, x) em que G € um conjunto ndo vazio e x € uma operagao
binaria em G satisfazendo:

> « € associativa.

> x tem elemento identidade (elemento neutro).

» Todo elemento de G tem elemento inverso com relagéo a x.
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7

2- R — {0} com a operagéo de multiplicagdo “.” é um grupo.
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Grupos
Um grupo € um par (G, x) em que G € um conjunto ndo vazio e x € uma operagao
binaria em G satisfazendo:

> « € associativa.

> x tem elemento identidade (elemento neutro).

» Todo elemento de G tem elemento inverso com relagéo a x.

Exemplos:
1- R com a operagao de adi¢cao “+” é um grupo.

7

2- R — {0} com a operagéo de multiplicagdo “.” é um grupo.

Se a operagao * é comutativa dizemos que o grupo (G, %) € abeliano. J
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Corpo

Um corpo é uma tripla (G, +,.) em que G € um conjunto ndo vazio € + e . Séo
operacgoes binarias em G satisfazendo:
(i) + e . sdo associativas,
(i) + e . sao comutativas,
(iiiy + tem elemento elemento neutro, que denotamos por 0 e . tem elemento
elemento neutro, que denotamos por 1.
(iv) Todo elemento de G tem inverso com relacdo a operacao + e todo elemento
de G — {0} tem inverso com relagdo a operagao ..

(v) Vale a distributividade de . sobre +.
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Corpo

Um corpo é uma tripla (G, +,.) em que G € um conjunto ndo vazio € + e . Séo
operacgoes binarias em G satisfazendo:

(i) + e . sdo associativas,
(i) + e . sao comutativas,

(iiiy + tem elemento elemento neutro, que denotamos por 0 e . tem elemento
elemento neutro, que denotamos por 1.

(iv) Todo elemento de G tem inverso com relacdo a operacao + e todo elemento
de G — {0} tem inverso com relagdo a operagao ..

(v) Vale a distributividade de . sobre +.

Exemplo: R com as operagbes de adicao + e multiplicagéo ..

Obs: (G,+) e (G — {0}, .) sé&o grupos abelianos.

7/11



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Espacos Vetoriais

Conjuntos com duas operagdes de adicao + e multiplicagao por escalar . que, ape-
sar de ter elementos com natureza diferente, respeitam as mesmas 8 propriedades
que (R",+,.) e (S, +,.) sdo chamados Espacos Vetoriais.
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Espacos Vetoriais

Conjuntos com duas operagdes de adicao + e multiplicagao por escalar . que, ape-
sar de ter elementos com natureza diferente, respeitam as mesmas 8 propriedades
que (R",+,.) e (S, +,.) sdo chamados Espacos Vetoriais.

Obs: E possivel estudar espagos vetoriais com escalares sobre qualquer corpo.
Vamos estudar espacgos vetoriais em que os escalares sao numeros reais.
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Espacos Vetoriais

Um espaco vetorial sobre R (real) € uma tripla (V,+,.) em que:
» V é um conjunto ndo vazio.

> A adicao
VxV — 4

(u,v) — u+v
€ uma operacgao binaria em V satisfazendo:

Ai— Associativa: (u+Vv)+w=u+(v+w), Yu,v,we V.
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Espacos Vetoriais

Um espaco vetorial sobre R (real) € uma tripla (V,+,.) em que:

» V é um conjunto ndo vazio.

> A adicao
VxV — 4

(u,v) +— u+v
€ uma operacgao binaria em V satisfazendo:
Ai— Associativa: (u+Vv)+w=u+(v+w), Yu,v,we V.
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>
>

V € um conjunto nao vazio.
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(V,+) é um grupo abeliano. )
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Espacos Vetoriais

» A multiplicacao por escalar

RxV — V
(,u) +— au

€ uma operacao satisfazendo:

M;— Associativa: a.(f.u) = (af).u, Va,fcRevVueV.

10/11



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Espacos Vetoriais

» A multiplicacao por escalar
CRxV — Vv

(,u) +— au
€ uma operacao satisfazendo:

M;— Associativa: a.(f.u) = (af).u, Va,fcRevVueV.

M,— Distributiva sobre a adicao de escalares: (« + 8).u = a.u + S.u,
Va,0 e ReVue V.

10/11



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Espacos Vetoriais

» A multiplicacao por escalar
CRxV — Vv
(,u) +— au
€ uma operacao satisfazendo:

M;— Associativa: a.(f.u) = (af).u, Va,fcRevVueV.

M,— Distributiva sobre a adicao de escalares: (« + 8).u = a.u + S.u,
Va,0 e ReVue V.

Ms;— Distributiva sobre a adicao de vetores: a.(u+ V) = a.u+a.v, YaeRe
Yu,veV.

10/11



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Espacos Vetoriais

» A multiplicacao por escalar
CRxV — Vv
C(a,u) = aw
€ uma operacao satisfazendo:

M;— Associativa: a.(f.u) = (af).u, Va,fcRevVueV.

M,— Distributiva sobre a adicao de escalares: (« + 8).u = a.u + S.u,
Va,0 e ReVue V.

Ms;— Distributiva sobre a adicao de vetores: a.(u+ V) = a.u+a.v, YaeRe
Yu,veV.

M,— Identidade: 1T.u: u, YuelV.

ident. em R
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Espacos Vetoriais
» Dados u,v € Ve aeR,temos

u+veVeaueV
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Espacos Vetoriais
» Dados u,v € Ve aeR,temos

u+veVeaueV < Asoperagbes + e . estdo bem definidas!

» Na&o definimos multiplicacdo de vetores. (u? é quadratico e nao linear!)

» Para mostrar que uma tripla € um espaco vetorial, precisamos mostrar que as
operagoes + e . estdo bem definidas em V e mostrar as propriedades A¢, Az,
Az, Ay e My, Mo, M3, M.

Os elementos de V sao chamados de vetores. )

Exemplos:
(R",+,.) e (S, +,.) (Exemplo do Sistema massa-mola) séo espagos vetoriais

sobre R.
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