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Exemplo

Consideremos (s, +,.) com as operagdes usuais do R?.

s:y=x+1

(0,1)
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Exemplo

Consideremos (s, +,.) com as operagdes usuais do R?.

sty=x+1
> (—1,0) €s,(0,1) € 5, mas

(-1,0)+(0,1) =(-1,1) ¢ s.
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Exemplo

Consideremos (s, +,.) com as operagdes usuais do R?.

sty=x+1
> (—1,0) €s,(0,1) € 5, mas

(-1,0)+(0,1) =(-1,1) ¢ s.

» (0,1) € s,mas 2.(0,1) =(0,2) ¢ s.
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Exemplo

Consideremos (s, +,.) com as operagdes usuais do R?.

sty=x+1
> (—1,0) €s,(0,1) € 5, mas

(-1,0)+(0,1) =(-1,1) ¢ s.

(0,1)
1,0,/ > (0,1) € s, mas 2.(0,1) = (0,2) ¢ s.

» As operagdes + e . ndo sao operagdes em s.
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Exemplo

Consideremos (s, +,.) com as operagdes usuais do R?.

sty=x+1
> (—1,0) €s,(0,1) € 5, mas

(-1,0)+(0,1) =(-1,1) ¢ s.

(0,1)
1,0,/ > (0,1) € s, mas 2.(0,1) = (0,2) ¢ s.

» As operagOes + e . ndo sdo operagbes em s. Nesse caso, dizemos que s
néo é fechado para a adicdo usual de R? e também nao é fechado para a
multiplicacdo por escalar usual de R?.
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Exemplo

Consideremos (s, +,.) com as operagdes usuais do R?.

s:y=x+1
> (—1,0) €s,(0,1) € 5, mas

(-1,0)+(0,1) =(-1,1) ¢ s.

(0,1)
1,0,/ > (0,1) € s, mas 2.(0,1) = (0,2) ¢ s.

» As operagOes + e . ndo sdo operagbes em s. Nesse caso, dizemos que s
néo é fechado para a adicdo usual de R? e também nao é fechado para a
multiplicacdo por escalar usual de R?.

> (s,+,.) ndo é um espaco vetorial.
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Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.
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Exemplo

Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.

> (X1,¥1), (X2, ¥2) € r = (X4 + Xa, 1 + y2) € 1?
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Exemplo

Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.
> (X1, 01), (X, ¥2) € r = (X1 + X2, 1 + y2) € 17
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.

Ty =ax Como (X, y2) €, Yo = axo.
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Exemplo

Consideremos

(1, a)

(r,+,.) com as operagdes usuais do R?.
> (X1, 01), (X2, ¥2) € r = (X1 + X2, y1 + y2) € 17
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Ty =ax Como (Xo, y2) € r, yo = axo. Logo
axy+xo)=axy+axe=y1+y
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Exemplo

Consideremos

(1, a)

(r,+,.) com as operagdes usuais do R?.
> (X1, 01), (X2, ¥2) € r = (X1 + X2, y1 + y2) € 17
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Ty =ax Como (Xo, y2) € r, yo = axo. Logo
a(xi + x2) = axy + axo = y1 + yo < sim!
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Exemplo

Consideremos

(r,+,.) com as operagdes usuais do R?.
> (X1, 01), (X2, ¥2) € r = (X1 + X2, y1 + y2) € 17
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Ty =ax Como (Xo, y2) € r, yo = axo. Logo
a(xi + x2) = axy + axo = y1 + yo < sim!

> a e R, (xq,y1) € r=(axy,ay;) €r?
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Exemplo

Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.

(1, a)

iy =ax

> (X1, ¥1): (X2, ¥2) € 1= (X1 + X2, Y1 + y2) € 17
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Como (Xo, y2) € r, yo = axo. Logo
a(xi + x2) = axy + axo = y1 + yo < sim!
> a e R, (xq,y1) € r=(axy,ay;) €r?
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
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Exemplo

Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.

(1, a)

iy =ax

> (x1,11), (X2, ¥2) € r= (X1 + X2, )1 + y2) € 1?
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Como (Xo, y2) € r, yo = axo. Logo
a(xy + Xo) = axy + axg = y1 + yo < sim!
> a e R, (xq,y1) € r=(axy,ay;) €r?
Como (xq,y1) € r, y1 = axy. Logo
alaxy) = a(axy) =y
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Exemplo

Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.
> (X1, ¥1): (X2, ¥2) € 1= (X1 + X2, Y1 + y2) € 17
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Ty =ax Como (X2, y2) € 1, y» = axz. Logo
a(xy + Xo) = axy + axg = y1 + yo < sim!

(1, a)

> a e R, (xq,y1) € r=(axy,ay;) €r?

Como (xq,y1) € r, y1 = axy. Logo

alax1) = a(axy) = y; < sim!
> As operacdes + e . usuais de R? séo operacdes em r, ou seja, r é fechado
para a adicdo e para a multiplicagdo por escalar usuais de R?.

2/15



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Exemplo

Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.
> (X1,¥1), (X2, ¥2) € r = (X4 + Xa, 1 + y2) € 1?
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Ty =ax Como (X2, y2) € 1, y» = axz. Logo
a(xy +xp) =axs +axg =y + yo < sim!

(1, a)

> a € R, (Xq1,)1) €r= (axq,ay;) €r?

Como (xq,y1) € r, y1 = axy. Logo

alaxy) = alaxy) = yy < sim!

> As operacdes + e . usuais de R? séo operacdes em r, ou seja, r é fechado
para a adicdo e para a multiplicagdo por escalar usuais de R?.

» Note que valem Ay, Ax, My, Mo, M3, Mj.
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Exemplo

Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.
> (X1,¥1), (X2, ¥2) € r = (X4 + Xa, 1 + y2) € 1?
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Ty =ax Como (X2, y2) € 1, y» = axz. Logo
a(xy +xp) =axs +axg =y + yo < sim!

(1, a)

> a e R, (xq,y1) € r=(axy,ay;) €r?

Como (xq,y1) € r, y1 = axy. Logo

alaxy) = alaxy) = yy < sim!

> As operacdes + e . usuais de R? séo operacdes em r, ou seja, r é fechado
para a adicdo e para a multiplicagdo por escalar usuais de R?.

» Note que valem Aj, A, My, M, M3, My.Valem também As, As.
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Exemplo

Consideremos (r, +,.) com as operagdes usuais do R2.
> (X1,¥1), (X2, ¥2) € r = (X4 + Xa, 1 + y2) € 1?
Como (x1,y1) € r, y1 = axy.
Ty =azx Como (X2, y2) € r, y2 = axe. Logo
a(xy +xp) =axs +axg =y + yo < sim!

(1, a)

> a e R, (xq,y1) € r=(axy,ay;) €r?

Como (xq,y1) € r, y1 = axy. Logo

alaxy) = alaxy) = yy < sim!

> As operacdes + e . usuais de R? séo operacdes em r, ou seja, r é fechado
para a adicdo e para a multiplicagdo por escalar usuais de R?.

» Note que valem Aj, A, My, M, M3, My.Valem também As, As.

(r,+,.) é espago vetorial. |
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Subespacos Vetoriais

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial e W C V. Dizemos que W & um subespaco
vetorial de V se W, com as operagdes + e . de V, é um espago vetorial. Mais
especificamente, as restricdes das operacgdes de Va W

Hwxw : Wx W= W,  |gxw:RxW—-W

sao operacoes em W e satisfazem as propriedades Aq, As, Az, Ay € My, Mo, M3,
M.
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Subespacos Vetoriais

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial e W C V. Dizemos que W & um subespaco
vetorial de V se W, com as operagdes + e . de V, é um espago vetorial. Mais
especificamente, as restricdes das operacgdes de Va W

Hwxw : Wx W= W,  |gxw:RxW—-W

sao operacoes em W e satisfazem as propriedades Aq, As, Az, Ay € My, Mo, M3,
M.

Exemplos:
1. r é um subespaco vetorial de R?.

2. snao é um subespaco vetorial de R?.

3/15



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Subespacos Vetoriais
Proposicao: Sejam (V,+,.) um espacgo vetorial e W c V. W é um subespaco
vetorial de V se, e somente se, valem as seguintes propriedades:

SVy. W;’é@,
Ssvo. (W éfechado para+)seu,ve Wentaou+v e W;

sv3. (W éfechadopara.)seacReuec Wentdoa.uec W. )
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Subespacos Vetoriais
Proposicao: Sejam (V,+,.) um espacgo vetorial e W c V. W é um subespaco
vetorial de V se, e somente se, valem as seguintes propriedades:

SVy. W;’é@,
Ssvo. (W éfechado para+)seu,ve Wentaou+v e W;

sv3. (W éfechadopara.)seacReuec Wentdoa.uec W. )

Prova:(=) E obvia.
(<) Por sv» € sv3 temos que as operacdes de V, quando restritas a W, sé@o

operacoes bem definidas em W.
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Subespacos Vetoriais

Proposicao: Sejam (V,+,.) um espacgo vetorial e W c V. W é um subespaco
vetorial de V se, e somente se, valem as seguintes propriedades:

svy. W #£0;

Ssvo. (W éfechado para+)seu,ve Wentaou+v e W;

sv3. (W éfechadopara.)seacReuec Wentdoa.uec W. )

Prova:(=) E obvia.
(<) Por sv» € sv3 temos que as operacdes de V, quando restritas a W, sé@o
operacoes bem definidas em W. As propriedades Ay, A> e My, Mo, M3, M, valem,

pois valem para quaisquer elementos de V.
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Subespacos Vetoriais

Proposicao: Sejam (V,+,.) um espacgo vetorial e W c V. W é um subespaco
vetorial de V se, e somente se, valem as seguintes propriedades:

svy. W #£0;

Ssvo. (W éfechado para+)seu,ve Wentaou+v e W;

sv3. (W éfechadopara.)seacReuec Wentdoa.uec W. )

Prova:(=) E obvia.
(<) Por sv» € sv3 temos que as operacdes de V, quando restritas a W, sé@o
operacoes bem definidas em W. As propriedades Ay, A> e My, Mo, M3, M, valem,

pois valem para quaisquer elementos de V.
Asz— 0 € W. Por svz tomando o = 0 temos que 0.u € W, ou seja, 0 €¢ W.
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Subespacos Vetoriais

Proposicao: Sejam (V,+,.) um espacgo vetorial e W c V. W é um subespaco
vetorial de V se, e somente se, valem as seguintes propriedades:

svy. W #£0;

Ssvo. (W éfechado para+)seu,ve Wentaou+v e W;

sv3. (W éfechadopara.)seacReuec Wentdoa.uec W. )

Prova:(=) E obvia.

(<) Por sv» € sv3 temos que as operacdes de V, quando restritas a W, sé@o
operacoes bem definidas em W. As propriedades Ay, A> e My, Mo, M3, M, valem,
pois valem para quaisquer elementos de V.

Asz— 0 € W. Por svz tomando o = 0 temos que 0.u € W, ou seja, 0 €¢ W.

As— Dado u € W, temos que —u € W. De fato, tome o = —1. Por sv3 temos que

—1.ue W,ouseja, —ue W. O
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Exemplos

1. V = R" com adicdo e multiplicacao por escalar usuais.
W={(0,as,...,an), a R, i=2,...,n}
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Exemplos

1. V = R" com adicdo e multiplicacao por escalar usuais.
W={(0,as,...,an), a R, i=2,...,n}
svi. W # 10, pois (0,0,...,0) € W.
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UFABC

Exemplos

1. V = R" com adicdo e multiplicacao por escalar usuais.
W={(0,as,...,an), a R, i=2,...,n}
svi. W # 10, pois (0,0,...,0) € W.

svo. W é fechado para +: Sejam u = (0, az,...,an),v = (0, b, ..

., bp) e W.
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UFABC

Exemplos

1. V = R" com adicdo e multiplicacao por escalar usuais.
W={(0,as,...,an), a R, i=2,...,n}
svi. W # 10, pois (0,0,...,0) € W.

svo. W é fechado para +: Sejam u = (0,az,...,an),v=(0,bo,...

Entéao
U+V:(0,32,...,an)+(O,bg,...,bn):(0732+b2’“

,bn) € W.

an+bp)eW
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Exemplos
1. V = R" com adicdo e multiplicacao por escalar usuais.

W={(0,as,...,an), a R, i=2,...,n}

svi. W # 10, pois (0,0,...,0) € W.

svo. W é fechado para +: Sejam u = (0, az,...,an),v=(0,bo,...,by) € W.
Entao

u+v=1(0,a,...,an)+(0,bo,...,bp) = (0,82 + bo,...,an+ bp) € W
svs. W é fechado para .: Sejama € Re u= (0, ap, ..

.,an) € W.
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Exemplos

1. V = R" com adicdo e multiplicacao por escalar usuais.

W={(0,as,...,an), a R, i=2,...,n}

svi. W # 10, pois (0,0,...,0) € W.

svo. W é fechado para +: Sejam u = (0, az,...,an),v=(0,bo,...,by) € W.
Entao

u+v=1(0,a,...,an)+(0,bo,...,bp) = (0,82 + bo,...,an+ bp) € W
svs. W é fechado para .: Sejama € Reu=(0,ap,...,a,) € W. Entédo
a.u=a.(0,a,...,an) =(0,a.a,...,a.ay) e W
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Exemplos

1. V = R" com adicdo e multiplicacao por escalar usuais.

W={(0,as,...,an), a R, i=2,...,n}

svi. W # 10, pois (0,0,...,0) € W.

svo. W é fechado para +: Sejam u = (0,ay,...,an),v=(0,bo,...,by) € W.
Entao

u+v=1(0,a,...,an)+(0,bo,...,bp) = (0,82 + bo,...,an+ bp) € W
svs3. W é fechado para .: Sejama e Reu=(0,ap,...,a,) € W. Entédo
a.u=a.(0,a,...,an) =(0,a.a,...,a.ay) e W
Obs 1: Poderiamos colocar 0 em qualquer coordenada. Poderiamos também

colocar em duas, trés ou mais coordenadas.

Obs 2: Quando V = R3, W é o plano yz. Os eixos coordenados, os planos

coordenados s&o subespacos vetoriais de R3.
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Exemplos

2. V =R com adicao e multiplicacao por escalar usuais.
W={(ay,...,an), aeR,i=1,....,n,a4 >0}
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Exemplos

2. V =R com adicao e multiplicacao por escalar usuais.
W={(ay,...,an), aeR,i=1,....,n,a4 >0}

W nao é subespaco vetorial de V, pois apesar de sv; e sv» estarem satisfeitas,
sv3 ndo esta. De fato, tomando o < 0

svs. «a .(ay,....,an) = (aa,...,aan) ¢ W.

<0 >0 <0
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Exemplos

2. V =R com adicao e multiplicacao por escalar usuais.
W={(ay,...,an), aeR,i=1,....,n,a4 >0}

W nao é subespaco vetorial de V, pois apesar de sv; e sv» estarem satisfeitas,
sv3 ndo esta. De fato, tomando o < 0

svs. a .(a,....,an) = (aa,...,can) ¢ W.

<0 >0 <0
Obs 1: Poderiamos trocar por > 0 em qualquer coordenada. Poderiamos também
colocar em duas, trés ou mais coordenadas.
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Exemplos

2. V =R com adicao e multiplicacao por escalar usuais.
W={(ay,...,an), aeR,i=1,....,n,a4 >0}

W nao é subespaco vetorial de V, pois apesar de sv; e sv» estarem satisfeitas,
sv3 ndo esta. De fato, tomando o < 0

svs. a .(a,....,an) = (aa,...,can) ¢ W.

<0 >0 <0
Obs 1: Poderiamos trocar por > 0 em qualquer coordenada. Poderiamos também
colocar em duas, trés ou mais coordenadas.

Obs 2: Semi-planos, semi-retas, semi-espagos nao sao subespagos vetoriais de
R? e R3.
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Exemplos

3. V =R? com adicéo e multiplicacao por escalar usuais.
W= {(x,x?), x € R}
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Exemplos

3. V =R? com adicéo e multiplicacao por escalar usuais.
W = {(x,x?), x € R} < Parébola
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Exemplos

3. V =R? com adicéo e multiplicacao por escalar usuais.
W = {(x,x?), x € R} < Parébola
svi. W # 0, pois (0,0) € W.
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Exemplos

3. V =R? com adicéo e multiplicacao por escalar usuais.
W = {(x,x?), x € R} < Parébola
svi. W # 0, pois (0,0) € W.
svo. W nao é fechado para +. De fato, tomando u = (1,1),v = (2,4) ¢ W,

ut+v=>1,1)+(24)=(3,5) ¢ W.
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Exemplos

3. V =R? com adicéo e multiplicacao por escalar usuais.
W = {(x,x?), x € R} < Parébola
svi. W # 0, pois (0,0) € W.
svo. W nao é fechado para +. De fato, tomando u = (1,1),v = (2,4) ¢ W,
u+v=(1,1)+(24)=35 ¢ W.

Portanto W nao é um subespaco vetorial.
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Exemplos

3. V =R? com adicéo e multiplicacao por escalar usuais.
W = {(x,x?), x € R} < Parébola
svi. W # 0, pois (0,0) € W.
svo. W nao é fechado para +. De fato, tomando u = (1,1),v = (2,4) ¢ W,
u+v=(1,1)+(24)=35 ¢ W.
Portanto W nao é um subespaco vetorial.
4. V = Mp(R) com adigao e multiplicacdo por escalar usuais.

W = {[a;], a;j € R, a; = 0sei> j} conjunto das matrizes triangulares
superiores.
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Exemplos

3. V =R? com adicéo e multiplicacao por escalar usuais.
W = {(x,x?), x € R} < Parébola
svi. W # 0, pois (0,0) € W.
svo. W nao é fechado para +. De fato, tomando u = (1,1),v = (2,4) ¢ W,
u+v=(1,1)+(24)=35 ¢ W.
Portanto W nao é um subespaco vetorial.
4. V = Mp(R) com adigao e multiplicacdo por escalar usuais.
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3. V =R? com adicéo e multiplicacao por escalar usuais.
W = {(x,x?), x € R} < Parébola
svi. W # 0, pois (0,0) € W.
svo. W nao é fechado para +. De fato, tomando u = (1,1),v = (2,4) ¢ W,
u+v=_>1,1)+(2,4) = (3,5 ¢ W.

Portanto W nao é um subespaco vetorial.
4. V = Mp(R) com adigao e multiplicacdo por escalar usuais.
W = {[a;], a;j € R, a; = 0sei> j} conjunto das matrizes triangulares
superiores.
» W é um subespago vetorial.
» Analogamente, o conjunto das matrizes triangulares inferiores e o conjunto

das matrizes diagonais também sao subespacos vetoriais de M,(R).
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1. Todo subespago vetorial W de um espago V contém o elemento neutro de V.

De fato, tomando o« = 0 em sv3 obtemos que 0 € W.

2. {0} e V séo sempre subespacos vetoriais de V. Esses dois subespagos sao
chamados subespagos triviais de V.

Exercicio: Seja V um espaco vetorial e u € V. Mostre que W = {a.u,a € R} €
um subespaco vetorial de V.
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svs3. W é fechado para .: Sejama € Re u=(xq,...,Xn) € W. Quero mostrar que
a.u=(axq,...,a.xp) € W.Paracadai=1,...,m

ajt(a.xy) + -+ ajp(a.xp) = a.(@j1 X1 + - - + @inXn) = «.0 = 0.

=0, pois ue W

Portanto W é um subespaco vetorial de R".

O conjunto das solugdes de um sistema linear homogéneo é um espaco vetorial. J

Pergunta: E se S ndo fosse homogéneo?

an Xy + -+ ainXn = by
az1Xy + -+ + apXp = bo

amiXi + -+ a@mnXn = bm
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onde a; € Rparai =0,...,ne a, # 0 é chamada polinébmio de grau n com

coeficientes em R. )
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Uma fungé@o p: R — R em F(R) que pode ser escrita na forma

p(X) = anX" + ap1x" "+ +ax+ag

onde a; € Rparai =0,...,ne a, # 0 é chamada polinébmio de grau n com

coeficientes em R.

4

Notacao: O conjunto de todos os polinémios com coeficientes em R é denotado
por P(R). Denotamos por P,(R) conjunto de todos os polinémios com
coeficientes em R de grau < n.

Exemplo:p(x) = x* 4+ 4x + 2
€ um polinémio de grau 4.
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Espaco dos Polinénios

Pn(R) é um espago vetorial. |

Vamos mostrar que P,(R) é um subespaco vetorial de F(R).
vi. Pa(R) # 0, pois a fungdo nula € um polinémio de grau 0.

svo. Pp(R) é fechado para +: Sejam p(x) um polindbmio de grau r e g(x) um
polinbmiode graum. Se m<r

p(x) = arx" + -+ amx™ + -+ a;x + a
q(x) =0x"+ -+ bpx™+ -+ + byx + by

(P+q)(x) = p(x) + q(x) =
=arx" + -+ (am+ bm)X™ + -+ + (& + b1)x + (a0 + bo)

Logo p+ q € Py(R).
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Obs: E claro que a soma de dois polinémios é um polinémio e a multiplicacdo por
escalar de um polinémio é um polinémio. Logo P(R) é um subespaco de F(R).
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Sejam V um espaco vetorial e Wy, W, dois subespacos de V.

WinWo={ueV|uec W euec W}

Teorema: Wi N W, é um subespaco de V.

Prova:

Svyq.

SVo.

SVs.

Wi N Wa £ (. De fato, como 0 € Wy e 0 € Wh, entdo 0 € Wy N Wea.

W; n W, é fechado para +. Sejam u,v € Wy n Wo.

Como u,v € Wy, e W; é subespacgo vetorial, entdo u + v € Wj.
Como u,v € W,, e W, é subespago vetorial, entdo u+ v € Wa.
Portanto u+ v € Wy N Wa.

W; N W, é fechado para .. Sejama cRe ue Wyn Wo.

Como a € R, u e Wy, e W, é subespaco vetorial, entdo a.u € W;.
Como a € R, u e W,, e W, é subespaco vetorial, entdo a.u € Who.

Portanto ~ 11 ¢ W. N WA
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Wi
> Se W; = W,, entdo W,
Win Wo = Wi,

> Se W, # W,, entdo
Wi n W, ={(0,0)}.
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UFABC

Exemplo

1. Sejam V = RR?, W;, W, duas retas passando pela origem.

W

> Se W, = W, entéo Wa
Wy nWo = Wi

> Se W, # W,, entdo
Wi n W, ={(0,0)}.

2. Sejam V = My(R),
W; o conjunto das matrizes triangulates superiores e
W> o conjunto das matrizes triangulates inferiores.
Entdao W; N W, é o conjunto das matrizes diagonais.
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