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Sistemas Lineares

Um sistema de equacoées lineares com m equacgdes e n incégnitas € um conjunto

de equacgdes do tipo
anXi + -+ ainXn = by
ap1X1 + -+ a2pXn = b2

amiXi + -+ amnXn = bm

onde a; € R para quaisqueri=1,...,m,j=1,...,n.
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Sistemas Lineares

Um sistema de equacoées lineares com m equacgdes e n incégnitas € um conjunto
de equacgdes do tipo

a1 X1 + -+ ainXn = by

ap1X1 + -+ aopXn = b2

amiX1 + -+ amnXn = bm

onde a; € R para quaisqueri=1,...,m,j=1,...,n.

» a; sdo chamados coeficientes do sistema S.

» x; sdo chamados incognitas, j =1,...,n.
» b; sdo chamados termos independentes, i=1,..., m.
X 2z =2
Exemplo: S; : Ty m=2n=3
x—y=0
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Sistemas Lineares

Uma solucao do sistema linear S € uma n-upla de numeros reais (X, ..., Xn) que
satisfaz simultaneamente as m equagées de S.
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Uma solucao do sistema linear S € uma n-upla de numeros reais (X, ..., Xn) que

satisfaz simultaneamente as m equagées de S.

X+y+2z=2

» Voltanto ao exemplo S; :
x—y=0
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Uma solucao do sistema linear S € uma n-upla de numeros reais (X, ..., Xn) que
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x—y=0
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e Um sistema linear que nao admite solucao é chamado incompativel (ou
impossivel).
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Sistemas Lineares

Uma solucao do sistema linear S € uma n-upla de numeros reais (X, ..., Xn) que
satisfaz simultaneamente as m equagées de S.

X+y+2z=2
» Voltanto ao exemplo S; : Y
x—y=0

(0,0,1) é uma solugdo do sistema S;. (1,1,0) também € solucédo de S;.
e Um sistema linear que nao admite solucao é chamado incompativel (ou
impossivel).
e Um sistema linear que admite uma Unica solu¢do é chamado sistema linear
compativel determinado (ou possivel determinado).

e Se um sistema linear admite mais do que uma solugao, dizemos que ele é

compativel indeterminado (ou possivel indeterminado).
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Sistemas Lineares Homogéneos

Quando by = b, = ... = b = 0 em S, ou seja, os termos independentes sao
todos nulos, dizemos que o sistema S é um sistema linear homogéneo.

ay X1+ +aipXn =0
aXy +---+apxn=0

amiX1 + -+ amnXn =0
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Sistemas Lineares Homogéneos

Quando by = b, = ... = b = 0 em S, ou seja, os termos independentes sao
todos nulos, dizemos que o sistema S é um sistema linear homogéneo.

ay X1+ +aipXn =0
X1+ -+ agpxp=0

amX1 + -+ ampXn =0

» Se S é um sistema linear homogéneo, a n-upla (0, ...,0) é solugédo de S
chamada solucao trivial do sistema linear homogéneo.

Obs: Todo sistema linear homogéneo é compativel.

3/14



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Exemplos

1. Um sistema linear do tipo

anXy + -+ apXn = by

S: 0.X1+"~+0.Xn:b,'(b,'7é0)

am Xy + -+ @mnXn = b

€ necessariamente incompativel.
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Exemplos

1. Um sistema linear do tipo

anXy + -+ apXn = by

S: 0.X1+"~+0.Xn:b,'(b,'7é0)

am Xy + -+ amunXn = bm
€ necessariamente incompativel.
2. Um sistema linear do tipo
X4 = by
Xo = b

é compativel determinado. 4/14
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Sistemas Lineares e Matrizes

O sistema
anXi + -+ ainXn = by

a1 X1 + -+ anpXn = b2

amiXi + -+ a@mnXn = bm

pode ser escrito na forma matricial

ain &2 - an X1 b
a1 axp -+ anp X2 b,
| @m @m2 - @mn | [ Xn | i bm 1
~~ —_— =
Amxn Xn><1 Bm><1
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Sistemas Lineares e Matrizes

> A:Amxn:
> X:Xn><1:
> B:Bm><1:

a1

asq

ami

X1

X2
Xn
by

b>

bm

a2

aso

amp

ain

azn

amn

é chamada matriz dos coeficientes,

€ a matriz das incognitas,

€ a matriz dos termos independentes.
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Sistemas Lineares e Matrizes

Uma outra matriz que podemos associar a S é

a1 a2 -+ amnn b
a1 ap -+ ayp b
ami am2 -+ amn bm

que chamamos de matriz ampliada do sistema S.

7/14



Mariana Silveira - C. Coletti

Algebra Linear - UFABC

Sistemas Lineares e Matrizes

Uma outra matriz que podemos associar a S é

a1 a2 -+ amnn b
ay  ax» an bo
ami am2 -+ amn bm

que chamamos de matriz ampliada do sistema S.

2x+3y+z=1
3Xx+2y —z=2
X+z=1

Exemplo: Considere o sistema S; :
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Sistemas Lineares e Matrizes

Uma outra matriz que podemos associar a S é

a1 a2 -+ amnn b
a1 axp -+ ayp b
am amz -+ amn bm

que chamamos de matriz ampliada do sistema S.

2x+3y+z=1

Exemplo: Considere o sistema Sy : ¢ 3x+2y —z =2

X+z=1
1 X 1
—1 y|l =12
1 z 1

UFABC
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Algebra Linear UFABC

Sistemas Lineares e Matrizes

Uma outra matriz que podemos associar a S é

a1 a2 -+ amnn b
a1 axp -+ ayp b
am amz -+ amn bm

que chamamos de matriz ampliada do sistema S.

2x+3y+z=1

Exemplo: Considere o sistema Sy : ¢ 3x+2y —z =2

X+z=1

1 X 1 3 1 1
—1 y|l =12 2 -1 2
1 z 1 10 1 1
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Sistemas Equivalentes

» Estamos interessados em encontrar métodos que nos digam se o sistema é
compativel ou ndo e, em caso positivo, queremos encontrar as solugées do
sistema.
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Sistemas Equivalentes

» Estamos interessados em encontrar métodos que nos digam se o sistema é
compativel ou ndo e, em caso positivo, queremos encontrar as solugées do
sistema.

» Queremos um algoritmo que possa ser aplicado a qualquer sistema.

Vamos usar a matriz ampliada do sistema para construir um sistema mais
simples com a mesma solucao.

Dois sistemas lineares sdo equivalentes se toda solugcado de um deles € também
solucao do outro.

Pergunta: Dado um sistema S e sua matriz ampliada A, que operagbes podemos
realizar em A de forma que a matriz obtida represente um sistema equivalente?
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Operacoes Elementares nas Linhas

i. Permutac&o da i-ésima linha com a j-ésima linha (L; <> L;).

Exemplo:

1 0 1
1| g

3 4 2 —1
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Operacoes Elementares nas Linhas

i. Permutac&o da i-ésima linha com a j-ésima linha (L; <> L;).

Exemplo:

1 0 1
1| g

3 4 2 —1

ii. Multiplicagdo da i-ésima linha por um escalar ndo nulo k (L; — kL;).

Exemplo:
1 0 1 0
_1 L2—>—2L2 _4 2
3 4 3 4

9/14



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Operacoes Elementares nas Linhas

iii. Substituicdo da i-ésima linha pela soma da i-ésima linha com k vezes a
Jj-ésima linha (L; — L; + KL;).

Exemplo:

1 0 1 0
2 1| o 4
3 4 -1 6

Notacao: A~BouA— B

10/14



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Operacoes Elementares nas Linhas

iii. Substituicdo da i-ésima linha pela soma da i-ésima linha com k vezes a
Jj-ésima linha (L; — L; + KL;).

Exemplo:
1 0 1 0
3 4 -1 6

Dadas duas matrizes A e B em M. n(R), dizemos que B € linha-equivalente a A
se B for obtida de A por um numero finito de operacdes elementares nas linhas. J

Notacao: A~BouA— B
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Operacoes Elementares nas Linhas

Teorema: Dois sistemas lineares que possuem matrizes ampliadas linha-
equivalentes sdo equivalentes. J

A— s A
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Operacoes Elementares nas Linhas

Teorema: Dois sistemas lineares que possuem matrizes ampliadas linha-
equivalentes sdo equivalentes. J

Prova:
Sejam S e S’ dois sistemas lineares e Ae A’ > S/

as matrizes ampliadas de S e S, respectiva- H H

mente. A Al

i. Se A’ é obtida de A por uma permutacao da i-ésima linha com a j-ésima
linha, o resultado é evidente, pois S e S’ sdo 0 mesmo sistema linear, apenas
com a ordem de duas equacgdes trocadas.
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Operacoes Elementares nas Linhas

ii. Suponha que A’ é obtida de A por multiplicagdo da i-ésima linha por um
escalar nao nulo k.
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Operacoes Elementares nas Linhas

ii. Suponha que A’ é obtida de A por multiplicagdo da i-ésima linha por um
escalar ndo nulo k. As equacdes de S e S’ sdo as mesmas, com exceg¢ao da
i-ésima equacgao

S:apXxy+ -+ ainXn = b;
S : kajyxq + - -- + Kainxn = kb;
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Operacoes Elementares nas Linhas

ii. Suponha que A’ é obtida de A por multiplicagdo da i-ésima linha por um
escalar ndo nulo k. As equacdes de S e S’ sdo as mesmas, com exceg¢ao da
i-ésima equacgao

S:apXxy+ -+ ainXn = b;

S : kajyxq + - -- + Kainxn = kb;
Se (a1,...,ap) é solugdo de S, entdo

apaq + -+ anpap = b;
Multiplicando por k, obtemos

k(aiaq + -+ - + ajnan) = kbj

k(ajta) + - - - + k(a@inan) = kb;
ou seja, (aq,...,an) é solugdo de S'.

A reciproca é andloga.
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Operacoes Elementares nas Linhas

ii. Suponha que A’ é obtida de A por substituigdo da i-ésima linha pela soma da
da /-ésima linha com um multiplo k da j-ésima linha.
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Operacoes Elementares nas Linhas

ii. Suponha que A’ é obtida de A por substituigdo da i-ésima linha pela soma da
da i-ésima linha com um mudltiplo k da j-ésima linha. As equacdes de Se S’
sa0 as mesmas, com excecao da i-ésima equagao

S:ajiXt + -+ ainXn = b
S (an + kaji)x1 + - -~ + (@in + kap)Xn = b; + kb;
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Operacoes Elementares nas Linhas

ii. Suponha que A’ é obtida de A por substituigdo da i-ésima linha pela soma da
da i-ésima linha com um mudltiplo k da j-ésima linha. As equacdes de Se S’
sa0 as mesmas, com excecao da i-ésima equagao

S:apXxy+ -+ ainXn = b;

S (an + kaji)x1 + - -~ + (@in + kap)Xn = b; + kb;
Se (aq,...,ap) é solugédo de S, entéo

ajpaq + -+ + apan = by

apoq + -+ a@pap = bj
Logo
(@i1 +kaj1)oq +- - -+ (ain + kajn)an
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ii. Suponha que A’ é obtida de A por substituigdo da i-ésima linha pela soma da
da i-ésima linha com um mudltiplo k da j-ésima linha. As equacdes de Se S’
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S:apXxy+ -+ ainXn = b;
S (an + kaji)x1 + - -~ + (@in + kap)Xn = b; + kb;
Se (aq,...,ap) é solugédo de S, entéo
ajipar + -+ ainan = b;
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Logo
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Operacoes Elementares nas Linhas

ii. Suponha que A’ é obtida de A por substituigdo da i-ésima linha pela soma da
da i-ésima linha com um mudltiplo k da j-ésima linha. As equacdes de Se S’
sa0 as mesmas, com excecao da i-ésima equagao

S:apXxy+ -+ ainXn = b;

S (an + kaji)x1 + - -~ + (@in + kap)Xn = b; + kb;
Se (aq,...,ap) é solugédo de S, entéo

ajipar + -+ ainan = b;

dj1aq + -+ 8jpan = bj

Logo

(@i +kaj1)oq +-- -+ (ain+Kajp)an = @jroq +- - -+ apan + k(@1 +- - - + @paen)
= b + kb;

Portanto, («1,...,apn) € solugdo de S'.
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Operacoes Elementares nas Linhas

ii. Suponha que A’ é obtida de A por substituigdo da i-ésima linha pela soma da
da i-ésima linha com um mudltiplo k da j-ésima linha. As equacdes de Se S’
sa0 as mesmas, com excecao da i-ésima equagao

S:apXxy+ -+ ainXn = b;

S (an + kaji)x1 + - -~ + (@in + kap)Xn = b; + kb;
Se (aq,...,ap) é solugédo de S, entéo

ajipar + -+ ainan = b;

dj1aq + -+ 8jpan = bj

Logo

(@i +kaj1)oq +-- -+ (ain+Kajp)an = @jroq +- - -+ apan + k(@1 +- - - + @paen)
= b + kb;

Portanto, («4,...,an) € solugdo de S'. A reciproca é analoga. O

13/14



Mariana Silveira - C. Coletti

Algebra Linear

UFABC

Operacoes Elementares nas Linhas

Exemplo:
2y =2
S X+cy
2x +4y =1
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Exemplo:

S xX+2y=2
| 2x+4y =1

1.2 2
A=
2 4 1]
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Operacoes Elementares nas Linhas

Exemplo:

S xX+2y=2
| 2x+4y =1

A= =A

12 2| Lo,02,|1 2 2
=
2 4 1 0 0 -3
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Operacoes Elementares nas Linhas

Exemplo:
2y =2
S X+ 2y
2x +4y =1
A 1.2 2 Lo Lo 2Ly 1.2 2 _x
2 4 1 0 0 -3
g X+2y=2
0=-3
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Operacoes Elementares nas Linhas

Exemplo:

S xX+2y=2
| 2x+4y =1

A= =A

12 2| Lo,02,|1 2 2
=
2 4 1 0 0 -3

g X+2y=2
"l 0=-3

S’ é incompativel.
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Operacoes Elementares nas Linhas

Exemplo:
2y =2
S X+ 2y
2x +4y =1
A 1.2 2 Lo Lo 2Ly 1.2 2 _x
2 4 1 0 0 -3
g X+2y=2
0=-3

S’ é incompativel. Como S e S’ sdo equivalentes, entdo S é incompativel.
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