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Posto e Nulidade

¢ Vimos que toda matriz € linha-equivalente a uma Unica matriz na forma
escalonada reduzida.
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Posto e Nulidade

¢ Vimos que toda matriz é linha-equivalente a uma Unica matriz na forma

escalonada reduzida.

Dada A € Mp«»(R) uma matriz qualquer, o posto de A, que denotamos por p(A),
€ o numero de linhas ndo nulas da matriz na forma escalonada reduzida linha-
equivalente a A. A nulidade de A é n— p(A).
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Posto e Nulidade

¢ Vimos que toda matriz é linha-equivalente a uma Unica matriz na forma

escalonada reduzida.

Dada A € Mp«»(R) uma matriz qualquer, o posto de A, que denotamos por p(A),
€ o numero de linhas ndo nulas da matriz na forma escalonada reduzida linha-
equivalente a A. A nulidade de A é n— p(A).
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Posto e Nulidade

¢ Vimos que toda matriz é linha-equivalente a uma Unica matriz na forma

escalonada reduzida.

Dada A € Mp«»(R) uma matriz qualquer, o posto de A, que denotamos por p(A),
€ o numero de linhas ndo nulas da matriz na forma escalonada reduzida linha-
equivalente a A. A nulidade de A é n— p(A).

Exemplo
1 110 1110
A=| -1 035 2210145
L3HL3—2L1
2 220 0 00O
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Posto e Nulidade

¢ Vimos que toda matriz é linha-equivalente a uma Unica matriz na forma
escalonada reduzida.

Dada A € Mp«»(R) uma matriz qualquer, o posto de A, que denotamos por p(A),
€ o numero de linhas ndo nulas da matriz na forma escalonada reduzida linha-
equivalente a A. A nulidade de A é n— p(A).

Exemplo
1 110 1110 10 -3 -5
A=| 1035|2501 a5|"2% 01 4 5
L3HL3—2L1
2 2 20 0000 00 0 O
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Posto e Nulidade

¢ Vimos que toda matriz é linha-equivalente a uma Unica matriz na forma
escalonada reduzida.

Dada A € Mp«»(R) uma matriz qualquer, o posto de A, que denotamos por p(A),
€ o numero de linhas ndo nulas da matriz na forma escalonada reduzida linha-
equivalente a A. A nulidade de A é n— p(A).

Exemplo
1 110 1110 10 -3 -5
A=| 1035|2501 a5|"2% 01 4 5
L3HL3—2L1
2 2 20 0000 00 0 O

Portanto: p(A) = 2, n(A) = 2.
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Posto e Nulidade

Seja A uma matriz qualquer.

> Vimos que o espaco gerado pelos vetores nas linhas de A ndo muda quando
realizamos operagfes elementares nas linhas da matriz.

» Quando uma matriz esta na forma escalonada, os vetores nao nulos nas
linhas sdo L.l. Esses vetores formam entdo uma base para o espago gerado
pelos vetores nas linhas.
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Posto e Nulidade

Seja A uma matriz qualquer.

> Vimos que o espaco gerado pelos vetores nas linhas de A ndo muda quando
realizamos operagfes elementares nas linhas da matriz.

» Quando uma matriz esta na forma escalonada, os vetores nao nulos nas
linhas sdo L.l. Esses vetores formam entdo uma base para o espago gerado
pelos vetores nas linhas.

Teorema O posto de uma matriz € a dimensao do espago gerado pelos vetores
nas linhas da matriz, ou seja, € o nimero de vetores linearmente independentes
nas linhas da matriz.
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Posto e Nulidade

Seja A uma matriz qualquer.

> Vimos que o espaco gerado pelos vetores nas linhas de A ndo muda quando
realizamos operagfes elementares nas linhas da matriz.

» Quando uma matriz esta na forma escalonada, os vetores ndo nulos nas

linhas sdo L.l. Esses vetores formam entdo uma base para o espago gerado
pelos vetores nas linhas.

Teorema O posto de uma matriz € a dimensao do espago gerado pelos vetores

nas linhas da matriz, ou seja, € o nimero de vetores linearmente independentes
nas linhas da matriz.

Portanto o nimero de linhas nido nulas de toda matriz na forma escalonada
linha-equivalente a A é sempre o mesmo e ¢ igual ao posto de Al!
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Sistemas Lineares
Seja S um sistema linear com m equagdes e n incégnitas
ay Xy + -+ aipXn = by ann  an ain b
a1 Xy + -+ + 8pXp = b2 — a  ax ap b
S: My
amX1 + -+ a@mnXn = bm am ame amn bm
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Sistemas Lineares

Seja S um sistema linear com m equagdes e n incégnitas

ay Xy + -+ aipXn = by ayn a2 - an b

a1 Xy + -+ -+ aspXn = bo — aq axp - ap b
S:< Ma =

8t X1 + -+ + @mnXn = bm [ @m @me -+ @mn bm

Método da eliminacao de Gauss-Jordan: Seja S um sistema linear e M, sua
matriz ampliada. Esse método consiste em reduzir a matriz M, a forma escalo-
nada reduzida (forma escada). A matriz obtida representa um sistema simples o
suficiente a ponto de nos permitir visualizar se o sistema é compativel e, em caso
positivo, visualizar a solu¢cao apds poucos passos.
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Exemplos:

1. S:

2x+1y =5
1x -3y =6
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Exemplos:

1x -3y =6

2 1 5
Ma =
A [1—3 6]

2 1y =
1.8:{ X+1y=95
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Exemplos:

1. S: ax+1y=5
1x -3y =6

e |2 1 8] o1 172 52
1 -3 6 1 -3 6
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Exemplos:

1. S: ax+1y=5
1x -3y =6

e |21 5| ein [T 12 52 o [T 1/2 5)2
1 -3 6 1 -3 6 0 -7/2 7/2
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Exemplos:
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Exemplos:

1. S: ax+1y=5
1x -3y =6

e |21 5| ein [T 12 52 o [T 1/2 5)2
1 -3 6 1 -3 6 0 -7/2 7/2
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Exemplos:

1. S: ax+1y=5
1x -3y =6

e |21 5| ein [T 12 52 o [T 1/2 5)2
1 -3 6 1 -3 6 0 -7/2 7/2

Los—2L, | 1 1/2 5/2 | Li»L-1 |1 0 3
— —
0o 1 -1 01 —1

. { X =23 » Solugao: {(3,—1)}
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Exemplos:

1. S: ax+1y=5
1x -3y =6

e |21 5| ein [T 12 52 o [T 1/2 5)2
1 -3 6 1 -3 6 0 -7/2 7/2

Los—2L, | 1 1/2 5/2 | Li»L-1 |1 0 3
— —
0o 1 -1 01 —1

5. { x=3 » Solucéo: {(3,—1)} + S é compativel determinado.
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Exemplos:

1. S: ax+1y=5
1x -3y =6

e |21 5| ein [T 12 52 o [T 1/2 5)2
1 -3 6 1 -3 6 0 -7/2 7/2

Los—2L, | 1 1/2 5/2 | Li»L-1 |1 0 3
— —
0o 1 -1 01 —1

5. { x=3 » Solucéo: {(3,—1)} + S é compativel determinado.

y=-1 > p(Mc) = 2, p(Ma) = 2,n(Mc) = 0.
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Exemplos

5 S:{ 2x+1y =5

6x +3y =15
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2. S: 2x+1y=>5
6x +3y =15

2 1
My = >
6 3 15

5/11



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Exemplos

2. S: 2x+1y=>5
6x +3y =15

Moo |21 8 i [ 112 52
6 3 15 6 3 15
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Exemplos

2. S: 2x+1y=>5
6x +3y =15

My = 2 1 5 L1jL1 1 1/2 5/2 LzﬁL_2;5L1 1 1/2 5/2
6 3 15 6 3 15 0O O 0
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Exemplos

5 S:{ 2x+1y =5

6x +3y =15
My = 2 1 5 L1jL1 1 1/2 5/2 L2~>L_2;6L1 1 1/2 5/2
6 3 15 6 3 15 0O O 0

g x+y/2=5/2
"l o0=0
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Exemplos

5 S:{ 2x+1y =5

6x +3y =15
My = 2 1 5 L1jL1 1 1/2 5/2 L2~>L_2;6L1 1 1/2 5/2
6 3 15 6 3 15 0O O 0

S’-{ X+y/2=5/2 » Solugéo: {(E’_Ty,}/),yeR}
"l 0o=0
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Exemplos

2. S: 2x+1y=>5
6x +3y =15

My = 2 1 5 L1jL1 1 1/2 5/2 LzﬁL_2;5L1 1 1/2 5/2
6 3 15 6 3 15 0O O 0

g { xX+y/2=5/2 » Solucéo: {(‘r’%y,y),y € R} «+ S é compativel indeterminado.
"lo=o0
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Exemplos

2. S: 2x+1y=>5
6x +3y =15

My = 2 1 5 L1jL1 1 1/2 5/2 L2~>L_2;6L1 1 1/2 5/2
6 3 15 6 3 15 0O O 0

g { xX+y/2=5/2 > Solugdo: {(E’_Ty,y),y € R} + S é compativel indeterminado.
0=0 > p(Mc) =1, p(Ma) = 1,n(Mc) = 1.
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Exemplos

2 =
2. S: X+1y=5
6x +3y =15

My = 2 1 5 L1jL1 1 1/2 5/2 L2~>L_2;6L1 1 1/2 5/2
6 3 15 6 3 15 0O O 0

g { xX+y/2=5/2 > Solugdo: {(‘r’%y,y),y € R} + S é compativel indeterminado.
0=0 > p(Mc) =1, p(Ma) = 1,n(Mc) = 1.

A nulidade da matriz dos coeficientes € chamada grau de liberdade do sistema )
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Exemplos

2. S: 2x+1y=>5
6x +3y =15

oo | 21 8 Jean [T 12 52 e [ 1172 572
6 3 15 6 3 15 0 0 O

g { xX+y/2=5/2 > Solugdo: {(‘r’%y,y),y € R} + S é compativel indeterminado.
0=0 > p(Mc) =1, p(Ma) = 1,n(Mc) = 1.

A nulidade da matriz dos coeficientes € chamada grau de liberdade do sistema )

» No Exemplo 2, y é chamada de variavel livre e x é a variavel lider.
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Exemplos

2 =
3. S: X1y =5
6x +3y =10
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3. S: X1y =5
6x +3y =10

2 1
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Exemplos

2 =
3. S: X1y =5
6x +3y =10

Moo |21 8 | Lo [ 1172 572
6 3 10 6 3 10
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Exemplos

2 =
3. S: X1y =5
6x +3y =10

Moo |21 8 |t [ 1172 82 ] e [ 1172 5/2
6 3 10 6 3 10 0 0 -5
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Exemplos

2 =
3. S: X1y =5
6x +3y =10

Moo |21 8 |t [ 1172 82 ] e [ 1172 5/2
6 3 10 6 3 10 0 0 -5

szLg 1 1/2 5/2 L1—>L_1—)§L2 1 1/2 0
0 O 1 0O 0 1
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Exemplos

2 =
3. S: X1y =5
6x +3y =10

Moo |21 8 |t [ 1172 82 ] e [ 1172 5/2
6 3 10 6 3 10 0 0 -5

L2~>7%L2
—

0 O 1 0O 0 1

g x+y/2=0
|l o=1
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Exemplos

2 =
3. S: X1y =5
6x +3y =10

Moo |21 8 |t [ 1172 82 ] e [ 1172 5/2
6 3 10 6 3 10 0 0 -5

L2~>7%L2
—

0 O 1 0O 0 1

S’-{ X+y/2=0 > Solugao:
1 o=1
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Exemplos

2 =
3. S: X1y =5
6x +3y =10

Moo |21 8 |t [ 1172 82 ] e [ 1172 5/2
6 3 10 6 3 10 0 0 -5

L2~>7%L2
—

0 O 1 0O 0 1

g { xX+y/2=0 » Solugdo: () «+ S incompativel.
1 o=1
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Exemplos

2 =
3. S: X1y =5
6x +3y =10

Moo |21 8 |t [ 1172 82 ] e [ 1172 5/2
6 3 10 6 3 10 0 0 -5

szLg 1 1/2 5/2 L1—>L_1—)2L2 1.1/2 0
0 O 1 0O 0 1

g { xX+y/2=0 » Solugdo: () «+ S incompativel.
0=1 > p(Mc) =1, p(Ma) = 2.
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Classificacao de Sistemas Lineres

Sejam S um sistema linear com m equacdes e n incognitas, M a matriz ampliada
de S e M a matriz dos coeficientes de S.

N O matriz
Mo dos termos
indenendented/11
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Classificacao de Sistemas Lineres

Sejam S um sistema linear com m equacdes e n incognitas, M a matriz ampliada
de S e M a matriz dos coeficientes de S. Entao
i. S admite solucao se, e somente se, p(Ma) = p(Mc¢) (S € incompativel se, e
somente se, p(Mp) # p(Mcg)).

N O matriz
Mo dos termos
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Classificacao de Sistemas Lineres

Sejam S um sistema linear com m equacdes e n incognitas, M a matriz ampliada
de S e M a matriz dos coeficientes de S. Entao
i. S admite solucao se, e somente se, p(Ma) = p(Mc¢) (S € incompativel se, e
somente se, p(Mp) # p(Mcg)).
ii. Se p(Ma) =p(Mc) = n, entdo S é compativel determinado. Nesse caso a
n(M¢g) = n— p(M¢g) = 0, ou seja, o grau de liberdade do sistema € 0 (0
variaveis livres.)

— matriz
Mo dos termos
indenendented/11
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Classificacao de Sistemas Lineres

Sejam S um sistema linear com m equacdes e n incognitas, M a matriz ampliada
de S e M a matriz dos coeficientes de S. Entao

i. S admite solucao se, e somente se, p(Ma) = p(Mc¢) (S € incompativel se, e
somente se, p(Mp) # p(Mcg)).

ii. Se p(Ma) =p(Mc) = n, entdo S é compativel determinado. Nesse caso a
n(M¢g) = n— p(M¢g) = 0, ou seja, o grau de liberdade do sistema € 0 (0
variaveis livres.)

ii. Se p(Ma) =p(Mc) < n,entédo S é
compativel indeterminado. Nesse caso, o

grau de liberdade do sistema é n — p(M;) My =
(n — p(Mc) variaveis livres e p(M¢)

variaveis escritas em fungao das variaveis .
N ‘L matriz
M dos termos
indenendented/11

livres.)
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Solucodes de Sistemas Lineares

Método da eliminacao de Gauss: Seja S um sistema linear e M sua matriz
ampliada. Esse método consiste em reduzir a matriz M, a forma escalonada sem
continuar até a forma escalonada reduzida. A matriz obtida representa um sistema
equivalente a S que pode ser resolvido por retro-substituicao.
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Solucodes de Sistemas Lineares

Método da eliminacao de Gauss: Seja S um sistema linear e M sua matriz
ampliada. Esse método consiste em reduzir a matriz M, a forma escalonada sem
continuar até a forma escalonada reduzida. A matriz obtida representa um sistema
equivalente a S que pode ser resolvido por retro-substituicao.

» No Passo 3, s6 precisamos zerar as etradas abaixo do pivo.
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Solucodes de Sistemas Lineares

Método da eliminacao de Gauss: Seja S um sistema linear e M sua matriz
ampliada. Esse método consiste em reduzir a matriz M, a forma escalonada sem
continuar até a forma escalonada reduzida. A matriz obtida representa um sistema
equivalente a S que pode ser resolvido por retro-substituicao.

» No Passo 3, s6 precisamos zerar as etradas abaixo do pivo.
X+y+2z=9
Exemplos: 1. S: { 2x+4y —3z =1
3x+6y—5z=0
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Solucodes de Sistemas Lineares

Método da eliminacao de Gauss: Seja S um sistema linear e M sua matriz
ampliada. Esse método consiste em reduzir a matriz M, a forma escalonada sem
continuar até a forma escalonada reduzida. A matriz obtida representa um sistema
equivalente a S que pode ser resolvido por retro-substituicao.

» No Passo 3, s6 precisamos zerar as etradas abaixo do pivo.
X+y+2z=9
Exemplos: 1. S: { 2x+4y —3z =1
3x+6y—5z=0

11 2 9
My= |2 4 -3 1
3 6 -5 0
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Solucodes de Sistemas Lineares

Método da eliminacao de Gauss: Seja S um sistema linear e M sua matriz
ampliada. Esse método consiste em reduzir a matriz M, a forma escalonada sem
continuar até a forma escalonada reduzida. A matriz obtida representa um sistema
equivalente a S que pode ser resolvido por retro-substituicao.

» No Passo 3, s6 precisamos zerar as etradas abaixo do pivo.
X+y+2z=9
Exemplos: 1. S: { 2x+4y —3z =1
3x+6y—5z=0

11 2 9 11 2 9
My=|2 4 -3 1|25 02 7 _17
L3~>L373L1

3 6 -5 0 0 3 —11 27
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Solucodes de Sistemas Lineares

Método da eliminacao de Gauss: Seja S um sistema linear e M sua matriz

ampliada. Esse método consiste em reduzir a matriz M, a forma escalonada sem

continuar até a forma escalonada reduzida. A matriz obtida representa um sistema

equivalente a S que pode ser resolvido por retro-substituicao.

» No Passo 3, s6 precisamos zerar as etradas abaixo do pivo.

X+y+2z=9
Exemplos: 1. S: { 2x+4y —3z =1
3x+6y—5z=0

11 2 9 11 2 9 .
_ Lotz
Mi= 1|2 4 —3 1|22 02 7 _q7| ¥
L3~>L373L1
36 -5 0 0 3 —11 -27

oz ©

27
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Exemplos
11 2 9
01 -} ¥
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Exemplos

S

—27

L3*}L373L2

o O =

QO == -

N
iz ©

|
PI—= NI
|
(VIR
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Exemplos

9
7& L3*}L373L2
2
27

o O =

QO == -

N
©

L3‘>72L3

‘ —_
~

NI= NI
N[ N

11 2 9
01 -} -¥
00 1 3
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Exemplos

11 2 9 11 2 9 11 2 9

01 5 YT ler o oy

0 3 —11 -27 o0 -5 -3 o0 1 3
X+y+2z=9
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Exemplos
11 2 9 11 2 9 11 2 9
A A R B A e I A
0 3 —11 -27 o0 -5 -3 o0 1 3
X+y+2z=9
S:qy-tz=-Y
z=3

» Obtemos a solugdo de S’ por retro-substituigao.

9/11



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Exemplos
11 2 9 11 2 9 11 2 9
01 5 YT ler o oy
0 3 —11 -27 o0 -5 -3 o0 1 3
X+y+2z=9
Sy y-sz=-%
z=3

» Obtemos a solugdo de S’ por retro-substituigao.
» Substituimos o valor de z (obtido na Equagéo 3) na Equagéo 2:
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Algebra Linear UFABC
Exemplos
11 2 9 11 2 9 11 2 9
01 -1 -u 01 -7 1| =01 -3 -1
0 3 —11 -27 o0 -5 -3 o0 1 3

X+y+2z=9
Sy y-sz=-%
z=3

» Obtemos a solugdo de S’ por retro-substituigao.
» Substituimos o valor de z (obtido na Equagéo 3) na Equagéo 2:

y—-453=-Y=y=2
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Exemplos
11 2 9 11 2 9 11 2 9
o 1 % 7g L3*}L373L2 0 1 7% g L3*L>2L3 0 1 % 7g
0 3 —11 -27 o0 -5 -3 o0 1 3
X+y+2z=9
s y—tz=-Y%
z=3

» Obtemos a solugdo de S’ por retro-substituigao.
» Substituimos o valor de z (obtido na Equagéo 3) na Equagéo 2:
y—-453=-Y=y=2
» Substituimos o valor de y e z na Equacao 1:
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> Substituimos o valor de z (obtido na Equagéo 3) na Equacao 2:
y—-453=-Y=y=2
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X+24+6=9=x=1

9/11



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Exemplos
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0 3 —11 -27 o0 -5 -3 o0 1 3
X+y+2z=9
S:yy-jz=-%
z=3

» Obtemos a solugdo de S’ por retro-substituigao.
> Substituimos o valor de z (obtido na Equagéo 3) na Equacao 2:
y—-453=-Y=y=2
> Substituimos o valor de y e z na Equacéo 1:
X+24+6=9=x=1
Solugéo: {(1,2,3)}
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X+y+2z=3
2. S8 2x+1y+1z=1
3x+2y+3z=4

11 2 3
Ma= |2 1 1 1|22
L34)L373L1

3 2 3 4

1
0
0

—1
—1

2
-3
-3

-5
-5

10/11



Mariana Silveira - C. Coletti Algebra Linear - UFABC
Exemplos

X+y+2z=3
2. S8 2x+1y+1z=1

3x+2y+3z=4

11 2 3 1 2 3 11 2 3
Ma= |2 1 1 1| 2220 1 3 5| 252 10135

L34)L373L1 L34)L3+L2
3 2 3 4 -1 -8 -5 0 00O

10/11



Mariana Silveira - C. Coletti Algebra Linear - UFABC
Exemplos
X+y+2z=3
2. S8 2x+1y+1z=1
3x+2y+3z=4
11 2 3 1 2 3 11 2 3
Ma= |2 1 1 1| 2220 1 3 5| 252 10135
L34)L373L1 L34)L3+L2
3 2 3 4 -1 -8 -5 0 00O

g X+y+2z=3
| y+3z=5

10/11



Mariana Silveira - C. Coletti Algebra Linear - UFABC
Exemplos
X+y+2z=3
2. S8 2x+1y+1z=1
3x+2y+3z=4
11 2 3 1 2 3 11 2 3
Ma= |2 1 1 1| 2220 1 3 5| 252 10135
L34)L373L1 L34)L3+L2
3 2 3 4 -1 -8 -5 0 00O

g X+y+2z=3
| y+3z=5

Obtemos a solucdo de S’ por retro-substituicao.

10/11



Mariana Silveira - C. Coletti Algebra Linear - UFABC
Exemplos
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2. S8 2x+1y+1z=1
3x+2y+3z=4
11 2 3 1 2 3 11 2 3
Ma= |2 1 1 1| 2220 1 3 5| 252 10135
L34)L373L1 L34)L3+L2
3 2 3 4 -1 -8 -5 0 00O

g X+y+2z=3
| y+3z=5

Obtemos a solucdo de S’ por retro-substituicao.

Da Equagéo 2: y =5 — 3z
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X+y+2z=3
2. S8 2x+1y+1z=1
3x+2y+3z=4

1123 11 2 3 1123

My=|2 11 1|22 0 1 3 5| =52 10135
L34)L373L1 L34)L3+L2

323 4 0 -1 -3 -5 0000

g { X+y+2z=3
y+3z=5
Obtemos a solucdo de S’ por retro-substituicao.
Da Equacédo 2: y =5 -3z
Da Equacdo 1: x =3 -2z — (5 — 32)
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X+y+2z=3
2. S8 2x+1y+1z=1
3x+2y+3z=4

1123 11 2 3 1123

My=|2 11 1|22 0 1 3 5| =52 10135
L34)L373L1 L34)L3+L2

323 4 0 -1 -3 -5 0000

g X+y+2z=3

y+3z=5
Obtemos a solucdo de S’ por retro-substituicao.
Da Equagéo 2: y =5 — 3z

DaEquacdo1: x=3-2z2—-(5-82)=x=-2+2Z
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Exemplos

» Solugéo:{(-2+ z,5-3z,2),z c R}

> p(Ma) =p(Mc) =2,n=3
Portanto S é um sistema compativel indeterminado e o grau de liberdade de

SénM)=3—2.

Obs: O método da Eliminagdo de Gauss-Jordan evita retro-substituicdo. No
entanto, o escalonamento para chegar a matriz na forma escalonada reduzida em
geral tem mais passos.
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