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Motivacao

» Dada A uma matriz quadrada, o determinante de A, que denotamos por
detA ou |A|, € um ndmero real que associamos a A, o qual tem muitas
aplicagbes, como saber se uma matriz tem inversa, determinar a inversa
caso ela exista, classificar sistemas lineares, encontrar a solucéo de sistemas

nos casos em que elas existem.
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aplicagbes, como saber se uma matriz tem inversa, determinar a inversa
caso ela exista, classificar sistemas lineares, encontrar a solucéo de sistemas

nos casos em que elas existem.

Exemplos:

<— denominador associado a matriz dos coef.

[V

» S:{ax=0>b = X =
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» Dada A uma matriz quadrada, o determinante de A, que denotamos por
detA ou |A|, € um ndmero real que associamos a A, o qual tem muitas
aplicagbes, como saber se uma matriz tem inversa, determinar a inversa
caso ela exista, classificar sistemas lineares, encontrar a solucéo de sistemas

nos casos em que elas existem.

Exemplos:

<— denominador associado a matriz dos coef.

[V

» S:{ax=0>b = X =

» g. ) anXtapy=b  pay ba, y = Dean-bia
’ o1 X + ooy = b2 aq182—ais2asq ay1ao2—a2anq
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Permutacées

Uma permutagao no conjunto dos inteiros {1,2,..., n} é uma determinada ordem
para {1,2,...,n} sem repeticoes ou omissoes. J
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Permutacées

Uma permutacao no conjunto dos inteiros {1,2, ..., n} é uma determinada ordem
para {1,2,...,n} sem repeticoes ou omissoes. J
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(123),(213)e (31 2)saopermutagdes de {1,2,3}.
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Dada uma permutagao de {1,2,...,n}, dizemos que existe uma inversao nesta
permutacao quando um inteiro precede outro menor que ele. J

Exemplos: {1,2,3}

(1 2 3) — 0 inversdes (23 1) — 2 inversoes
(21 3) — 1inversao (312) — 2inversdes
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Determinante
O determinante de uma matriz [g;] € M,(R) €
det [aj] = ) (—1)’ay, ... ay,

P
e p soma estendida a todas as permutacgdes (j; ...jn) de {1,2,...,n}
e J=J(ji...Jn) € 0 nUmero de inversdes da permutagao (ji .. . jn).
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Determinante
O determinante de uma matriz [g;] € M,(R) €
det [aj] = ) (—1)’ay, ... ay,

P
e p soma estendida a todas as permutacgdes (j; ...jn) de {1,2,...,n}
e J=J(ji...Jn) € 0 nUmero de inversdes da permutagao (ji .. . jn).

Obs: Em cada termo do somatorio tem exatamente um elemento de cada linha e
exatamente um elemento de cada coluna.
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O determinante de uma matriz [g;] € M,(R) €
det [aj] = ) (—1)’ay, ... ay,

P
e p soma estendida a todas as permutacgdes (j; ...jn) de {1,2,...,n}
e J=J(ji...Jn) € 0 nUmero de inversdes da permutagao (ji .. . jn).
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ayr a2 a3
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a31 dz2 as3
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Determinante
O determinante de uma matriz [g;] € M,(R) €
det [aj] = ) (—1)’ay, ... ay,

P
e p soma estendida a todas as permutacgdes (j; ...jn) de {1,2,...,n}
e J=J(ji...Jn) € 0 nUmero de inversdes da permutagao (ji .. . jn).
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Obs: (Definicao alternativa) det [a;] = Z(—1)Jaj11 .- @jn

Exemplo: r
an a2 as (-1)’ay_a» a3 + (—1)’ai_a» az +
det 8o1 Qoo aoj - (—1)7817827337—1— (—1)?8173278374-
az1 as ass (-1)’ar_a as + (—1)'a;_a> as

3/14



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Determinante
O determinante de uma matriz [g;] € M,(R) €
det [aj] = ) (—1)’ay, ... ay,

P
e p soma estendida a todas as permutacgdes (j; ...jn) de {1,2,...,n}
e J=J(ji...Jn) € 0 nUmero de inversdes da permutagao (ji .. . jn).

Obs: Em cada termo do somatorio tem exatamente um elemento de cada linha e
exatamente um elemento de cada coluna.

Obs: (Definicao alternativa) det [a;] = Z(—1)Jaj11 .- @jn

Exemplo: r
ayy ai as (—1)%ariapa+ (—1)'ajiasas+
det | apy ax ax |  (—1)'anaxas+ (—1)aaxsas+
az1 as ass (—1)2aiaziasn+ (—1)%azaxnas;
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Propriedades do Determinante

» Existem métodos para o calculo do determinante e propriedades que
facilitam o célculo do mesmo.
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Propriedades do Determinante

» Existem métodos para o calculo do determinante e propriedades que
facilitam o célculo do mesmo.

1. Se todos os elementos de uma linha (ou uma coluna) de uma matriz
quadrada A sdo iguais a zero, entdo det A = 0.

2. Para qualquer matriz quadrada A, det A = det A
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Propriedades do Determinante

» Existem métodos para o calculo do determinante e propriedades que
facilitam o célculo do mesmo.

1. Se todos os elementos de uma linha (ou uma coluna) de uma matriz
quadrada A sdo iguais a zero, entdo det A = 0.

2. Para qualquer matriz quadrada A, det A = det A

Ideia da prova:

1. Em cada parcela do determinante temos um termo nulo.
2.

ayr a2 a3

= (=1)ariapan+ (—1)'aasan+ (—1)'apaxas+
det doqy doo aos

(—1)?apansasi+ (—1)%aiaxan+ (—1)%azaxas:
as1 dasz2 ds3
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Propriedades do Determinante

3. Consequéncias no determinante de operagdes elementares nas linhas:
3.1 Se permutarmos duas linhas (ou colunas) da matriz, o determinante troca de
sinal.
3.2 Se multiplicarmos uma linha (ou coluna) da matriz por uma constante nao nula
k, o determinante fica multiplicado por k.
3.3 Se somarmos a uma linha (ou coluna) um mudltiplo de uma outra linha (coluna),
o determinante nao se altera.

Ideia da prova:
ay a2 as

det | ay axn ax — (=1 aj1apap+ (—1)'ajiasan+ (—1)'apaas+

(—1)2apasasi+ (—1)2aizazian+ (—1)%aizaxnas
az1 az2 ass
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det | ay axn ax — (=1 aj1apap+ (—1)'ajiasan+ (—1)'apaas+

(—1)2apasasi+ (—1)2aizazian+ (—1)%aizaxnas
az1 az2 ass

3.1. Em cada parcela trocamos a paridade do numero de inversées.
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3.2. Em cada parcela temos um termo multiplicado por k. Basta colocar k em evidéncia.
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Propriedades do Determinante

3. Consequéncias no determinante de operagdes elementares nas linhas:
3.1 Se permutarmos duas linhas (ou colunas) da matriz, o determinante troca de
sinal.
3.2 Se multiplicarmos uma linha (ou coluna) da matriz por uma constante nao nula
k, o determinante fica multiplicado por k.
3.3 Se somarmos a uma linha (ou coluna) um mudltiplo de uma outra linha (coluna),
o determinante nao se altera.

Ideia da prova:
ay a2 as

= (=1 ajiapas+ (—1)'aiianan+ (—1)'anaas+
det | 2y am am (=1) (=1) (=1)

(—1)2apasasi+ (—1)2aizazian+ (—1)%aizaxnas
az1 az2 ass

3.1. Em cada parcela trocamos a paridade do nimero de inversées.
3.2. Em cada parcela temos um termo multiplicado por k. Basta colocar k em evidéncia.
3.3. Segue de 4.1 e 5.
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Propriedades do Determinante
4.1. O determinante de uma matriz que possui duas linhas (colunas) iguais é 0.

4.2. O determinante de uma matriz que possui duas linhas (colunas)
proporcionais é 0.

ldeia da prova:

6/14



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Propriedades do Determinante
4.1. O determinante de uma matriz que possui duas linhas (colunas) iguais é 0.

4.2. O determinante de uma matriz que possui duas linhas (colunas)
proporcionais é 0.

Ideia da prova: 4.1. Segue de 3.1.

a1 ... @Qin a1 ... @Qin

a1 ... ain a1 ... ain
det ) . = —det

an1 e ann an1 e ann
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Propriedades do Determinante

4.1. O determinante de uma matriz que possui duas linhas (colunas) iguais é 0.

4.2. O determinante de uma matriz que possui duas linhas (colunas)

proporcionais é 0.

Ideia da prova: 4.1. Segue de 3.1.

ayy ... ain
ayy ... ain
det ) . = —det
L an‘] P ann
4.2. Segue de 3.2 e 4.1.
ai A ain
ka11 - ka1n
det . ) = k.det
L am e ann

an
an

an1

ain
ain

ann

ain

ain
=k0=0

ann
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Propriedades do Determinante

aiy{ ... @Qin ay{ ... @@in aii ain
5. det : | +det : : = det : :

b1 ... bi Ci ... Cin bi1 +¢1 ... bin+Cin

an1 e ann an1 e ann an1 e ann

6. Dadas A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem,

det (A.B) = det A.det B.

Ideia da prova:
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Propriedades do Determinante

a1 ... an ayr ... ain ajq ain
5 get | " | idet | . | Z det : '
b ... b Ct ... Cn |~ bi1 + ¢t bin + Cin
ant ... @pn an1 ... amn an1 ann
6. Dadas A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem,
det (A.B) = det A.det B.
Ideia da prova:
5. Z a1,1 .. b,jl‘f‘clj,) a,,,-n:Z(—1)J(a1h...b,-j-,...anjn)+(a1,-1 ...c,-j,....a,,jn)
P
= Zp(f1 )Jam e b,‘j,. ... apj, + Zp(*'l )Jam .+ Cjj ... @nj,
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Propriedades do Determinante

Obs 1: Em geral, det (A+ B) # det A + det B.
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UFABC

Propriedades do Determinante

Obs 1: Em geral, det (A+ B) # det A + det B.

Obs 2: Segue de 3.2 que det (k.A) = k".det A.

kajy ... Kajp
det : :

kan1 “ . kann
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Propriedades do Determinante

Obs 1: Em geral, det (A+ B) # det A + det B.

Obs 2: Segue de 3.2 que det (k.A) = k".det A.

kajy ... Kajp
det : :

kan1 “ . kann

> Vamos usar as propriedades do determinante, principalmente a Propriedade
3, para desenvolver um método que facilita o calculo do determinante.
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Reducao por Linhas

Este método consiste em realizar operagdes elementares nas linhas da matriz A
para reduzi-la a uma matriz B, cujo célculo do determinante é simples, e entao
calcular o determinante de A a partir do determinante de B.
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Reducao por Linhas

Este método consiste em realizar operagdes elementares nas linhas da matriz A
para reduzi-la a uma matriz B, cujo célculo do determinante é simples, e entao
calcular o determinante de A a partir do determinante de B.

Exemplo: A=

_ AN
N O N
W =
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Reducao por Linhas

Este método consiste em realizar operagdes elementares nas linhas da matriz A
para reduzi-la a uma matriz B, cujo célculo do determinante é simples, e entao
calcular o determinante de A a partir do determinante de B.

2 2 4
Exemplo: A= |1 0 1
1 2 3

2 2 4

1 0 1

1 2 3
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Reducao por Linhas

Este método consiste em realizar operagdes elementares nas linhas da matriz A
para reduzi-la a uma matriz B, cujo célculo do determinante é simples, e entao
calcular o determinante de A a partir do determinante de B.

224
Exemplo: A= |1 0 1
12 3

2 2 4 10 f

101|722 2 4

12 3 12 3
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Reducao por Linhas

Este método consiste em realizar operagdes elementares nas linhas da matriz A
para reduzi-la a uma matriz B, cujo célculo do determinante é simples, e entao
calcular o determinante de A a partir do determinante de B.

2 2 4
Exemplo: A= |1 0 1
123
2 2 4 10 1 10 1
101|280 o2 a2 g 2 2
L3—>L37L1
123 123 02 2
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Reducao por Linhas

Este método consiste em realizar operagdes elementares nas linhas da matriz A
para reduzi-la a uma matriz B, cujo célculo do determinante é simples, e entao
calcular o determinante de A a partir do determinante de B.

2 2 4
Exemplo: A= |1 0 1
1 2 3
2 2 4 1 0 1 1 0 1
10 1 L22L1_ 5 o 4 LQ*)L:72L1_ 0 2 2 Pro;l.4.10
L3—>L3—L1
1 2 3 1 2 3 0 2 2
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Reducao por Linhas

Este método consiste em realizar operagdes elementares nas linhas da matriz A
para reduzi-la a uma matriz B, cujo célculo do determinante é simples, e entao
calcular o determinante de A a partir do determinante de B.

2 2 4
Exemplo: A= |1 0 1
1 2 3
2 2 4 1 0 1 1 0 1
10 1 L22L1_ 5 o 4 LQ*)L:72L1_ 0 2 2 Pro;l.4.10
L3—>L37L1
1 2 3 1 2 3 0 2 2

Obs: Podemos realizar um método analogo para colunas.
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Desenvolvimento de Laplace ou Expansao em Cofatores

air a2 a3
— (-1)Payaxass+ (—1)'airaman+ (—1)'aaas+

det | ax ax ax
(—1)2apa3a31+ (—1)%a;zaian+ (—1)3ai3aas;

a31 dz2 4as3
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Desenvolvimento de Laplace ou Expansao em Cofatores
air a2 ais

— (-1)Payaxass+ (—1)'airaman+ (—1)'aaas+

det | ax ax ax
(—1)2apa3a31+ (—1)%a;zaian+ (—1)3ai3aas;

a31 dz2 4as3

= ai1(axpass — apzase) — aiz(az1asz — azsas1) + ar3(a@1as2 — axpast).
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Desenvolvimento de Laplace ou Expansao em Cofatores

air a2 a3
— (-1)Payaxass+ (—1)'airaman+ (—1)'aaas+

det | ax ax ax
(—1)2apa3a31+ (—1)%a;zaian+ (—1)3ai3aas;

a31 dz2 4as3

= ai1(axpass — apzase) — aiz(az1asz — azsas1) + ar3(a@1as2 — axpast).

dgo  aps a1 as3 a1 az
= ain — a2 + ais

dz2 ass das1 ass as1 asg
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Desenvolvimento de Laplace ou Expansao em Cofatores

air a2 a3
— (-1)Payaxass+ (—1)'airaman+ (—1)'aaas+

det | ax ax ax
(—1)2apa3a31+ (—1)%a;zaian+ (—1)3ai3aas;

a31 dz2 4as3
= ai1(axpass — apzase) — aiz(az1asz — azsas1) + ar3(a@1as2 — axpast).

dgo  aps a1 as3 a1 az
= ain — a2 + ais

dz2 ass das1 ass as1 asg

= ay1 |Ai1] — az|Arz| + asz|Asl.

onde Aj; € a submatriz obtida de A quando retiramos a i-ésima linha e a j-ésima
coluna.
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Desenvolvimento de Laplace ou Expansao em Cofatores

air a2 a3
— (-1)Payaxass+ (—1)'airaman+ (—1)'aaas+

det | ax ax ax
(—1)2apa3a31+ (—1)%a;zaian+ (—1)3ai3aas;

a31 dz2 4as3
= ai1(axpass — apzase) — aiz(az1asz — azsas1) + ar3(a@1as2 — axpast).

dgo  aps a1 as3 a1 az
= ain — a2 + ais
dz2 ass das1 ass as1 dasz

= ay1 |Ai1] — az|Arz| + asz|Asl.

onde Aj; € a submatriz obtida de A quando retiramos a i-ésima linha e a j-ésima
coluna. Se denotarmos A = (—1)™*/|A;|, obtemos

det [aj] = @11A11 + @122 + @13A43.
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Desenvolvimento de Laplace ou Expansao em Cofatores

Seja A = [aj]nxn. Entéo
det A= aj1Aj1 + apljp + - -+ anlp
n

=Y _ajbj
j=1

n
=3 ai(-1)")4)
j=1

onde A; € a submatriz obtida de A quando retiramos a /i-ésima linha e a j-ésima

coluna. O nimero A; = (—1)"*/|Aj| é chamado cofator do elemento aj.

11/14



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Desenvolvimento de Laplace ou Expansao em Cofatores

Seja A = [aj]nxn. Entéo
det A= aj1Aj1 + apljp + - -+ anlp
n

=Y _ajbj
j=1

n
=3 ai(-1)")4)
j=1

onde A; € a submatriz obtida de A quando retiramos a /i-ésima linha e a j-ésima

coluna. O nimero A; = (—1)"*/|Aj| é chamado cofator do elemento aj.

» Vale uma férmula analoga para colunas

det A= a1jA1j + anggj + -+ anjAnj.
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1. A=

- N O
—_ A
nNnN ©o =
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Exemplo

-
>
Il
- N O
—_ A
nNnN ©o =

det A= a;1Aq1 + @212 + @13A43
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Exemplo

-
>
Il
- N O
—_ A
nNnN ©o =

det A= a;1Aq1 + @212 + @13A43

10

:0._11+1
=1 1 2

_F
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Exemplo

-
>
Il
- N O
—_ A
nNnN ©o =

det A= a;1Aq1 + @212 + @13A43

2 0

:0._11+1
=1 1 2

+1.(=1)1+2
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Exemplo

-
>
Il
- N O
—_ A
nNnN ©o =

det A= a;1Aq1 + @212 + @13A43

2 0 2 1

:0._11+1
(=1) 1 1

+1.(=1)1+2 +1.(=1)1+3
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Exemplo

-
>
Il
- N O
—_ A
nNnN ©o =

det A= a;1Aq1 + @212 + @13A43

2 0 2 1

:0._11+1
(=1) 1 1

+1.(=1)1+2 +1.(=1)1+3

=-4+1=-3
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Exemplo

-
>
Il
- N O
—_ A
nNnN ©o =

det A= a;1Aq1 + @212 + @13A43

2 0 2 1

:0._11+1
(=1) 1 1

+1.(=1)1+2 +1.(=1)1+3

=-4+1=-3

Exercicio: Calcular o determinante de A escolhendo a terceira coluna.
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Matrizes Triangulares

Proposicao: Se A = [aj]nxn € uma matriz triangular superior, triangular inferior ou
diagonal, entao
det A= aj1as ... am.
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Matrizes Triangulares

Proposicao: Se A = [aj]nxn € uma matriz triangular superior, triangular inferior ou
diagonal, entéo
det A= aj1as ... am.

Prova:
i ay a2 a3 aia ... ain T det A= ay1A11 +0.A01 + -+ 0.Apy
0 ap a3 au ... anm
2 0 0 d33 das4 ... @asp
o 0 0 0 a44 ... Aa4n
i 0 0 0 0 ... am |
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Matrizes Triangulares

Proposicao: Se A = [aj]nxn € uma matriz triangular superior, triangular inferior ou
diagonal, entéo
det A= aj1as ... am.

Prova:
i ay a2 a3 aia ... ain T det A= ay1A11 +0.A01 + -+ 0.Apy
0 ax as a4 ... an = ay1(@2l2 + 0.Azp + -+ 0.Ap2)
2 0 0 d33 das4 ... @asp
o 0 0 0 a44 ... Aa4n
0 0 0 0 .. am|
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Matrizes Triangulares

Proposicao: Se A = [aj]nxn € uma matriz triangular superior, triangular inferior ou
diagonal, entéo
det A= aj1as ... am.

Prova:
i ay a2 a3 aia ... ain T det A= ay1A11 +0.A01 + -+ 0.Apy
0 ax as a4 ... an = ay1(@2l2 + 0.Azp + -+ 0.Ap2)
0 0 a3 das4 ... @as
A= ! = a118p2(a33Q33 + 0.A43 + -+ + 0.Ap3)
0 0 0 a44 ... Aa4n
| 0 0 0 0 ... am |

13/14



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Matrizes Triangulares

Proposicao: Se A = [aj]nxn € uma matriz triangular superior, triangular inferior ou
diagonal, entéo
det A= aj1as ... am.

Prova:
i ay a2 a3 aia ... ain T det A= ay1A11 +0.A01 + -+ 0.Apy
0 ax as a4 ... an = a1 (322A22 +0.Az+ -+ O.Ang)
0 0 d33 das4 ... @asp
A= = ayt1a02(asslsz + 0.A43 + - + 0.Ap3)
0 0 0 44 ... Q4n )
= a11d822d33 . .- ann
0 0 0 0 .. am|
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Matrizes Triangulares

Proposicao: Se A = [a]n«n € uma matriz triangular superior, triangular inferior ou

diagonal, entéo

det A= aj1as ... am.

Prova:
[ ayy a2 a3
0 axp ax
0 0 ass
A=l 0 o0 o
i 0 0 0

aia
as4
azs4
aaa

0

Ain
aan
dsn
aan

ann

det A= ay1A11 +0.A01 + -+ 0.Apy
= ai1(a@xplop +0.A3 + - + 0.Ap2)

= ayt1a02(asslsz + 0.A43 + - + 0.Ap3)

= a11d822d33 . .- ann

Se A é triangular inferior, A! ¢ triangular superior e o resultado segue da Propriedade 2.

O
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Matrizes Triangulares

Obs: Para calcular o determinante de uma matriz A, podemos aplicar o método
da reducéo por linhas para obter uma matriz triangular superior ou inferior e
depois calcular o determinante utilizando a proposi¢do anterior.
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Matrizes Triangulares

Obs: Para calcular o determinante de uma matriz A, podemos aplicar o método
da reducéo por linhas para obter uma matriz triangular superior ou inferior e
depois calcular o determinante utilizando a proposi¢do anterior.

Exemplo:

01 1
210
11 2
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Matrizes Triangulares

Obs: Para calcular o determinante de uma matriz A, podemos aplicar o método
da reducéo por linhas para obter uma matriz triangular superior ou inferior e
depois calcular o determinante utilizando a proposi¢do anterior.

Exemplo:

0O 1 1 210
21 0" 10 1 1
1 1 2 11 2
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Matrizes Triangulares

Obs: Para calcular o determinante de uma matriz A, podemos aplicar o método
da reducéo por linhas para obter uma matriz triangular superior ou inferior e
depois calcular o determinante utilizando a proposi¢do anterior.

Exemplo:

01 1 210 1 3 0
2 1 0| 2|01 1] =" 2|0 1
112 112 12
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Matrizes Triangulares

Obs: Para calcular o determinante de uma matriz A, podemos aplicar o método
da reducéo por linhas para obter uma matriz triangular superior ou inferior e
depois calcular o determinante utilizando a proposi¢do anterior.

Exemplo:
01 1 210 1 3 0
Li—5L
2 1 0["2% o1 1|20 1 1
11 2 11 2 12
1
Lg—L3—L EO
=210 1 1
]
32

14/14



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Matrizes Triangulares

Obs: Para calcular o determinante de uma matriz A, podemos aplicar o método
da reducéo por linhas para obter uma matriz triangular superior ou inferior e
depois calcular o determinante utilizando a proposi¢do anterior.

Exemplo:
01 1 210 1 3 0
Li—5L
2 1 0["2% o1 1|20 1 1
11 2 11 2 12
1 1
1 10
Ly—Ls—Ls 2|0 i LsﬂLéfle 5 j 1
1 3
2 2 0 3
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Matrizes Triangulares

Obs: Para calcular o determinante de uma matriz A, podemos aplicar o método
da reducéo por linhas para obter uma matriz triangular superior ou inferior e
depois calcular o determinante utilizando a proposi¢do anterior.

Exemplo:
01 1 210 1 3 0
Li—5L
2 1 0["2% o1 1|20 1 1
11 2 11 2 12
1 1
1 1o
P PR [T TN R I 3=-3
1 3
2 2 0 3
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Matrizes Triangulares

Obs: Para calcular o determinante de uma matriz A, podemos aplicar o método
da reducéo por linhas para obter uma matriz triangular superior ou inferior e
depois calcular o determinante utilizando a proposi¢do anterior.

Exemplo:

01 1 210 1 50

2 1 0| 2|01 1] =" 2|0 1

112 112 12
11 10

L3~>é37L1 2|0 i LsﬂLéfle 5 j 1120 %:_3
05 2 0 3

Obs: O método dos cofatores é eficiente para o calculo manual do determinante.
O método da reducao nor linhas é mais adeatiado para proaramacao. 14/14



