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Mudanca de Base

» Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita n e seja B = {uy, ..., up} uma
base ordenada para V. Dado u € V, existem aq, ..., an € R Unicos tais que

A n-upla (a4, ..., ap) s@o as coordenadas de u com realagdo a base B.

o

Qa2

U= . (1)
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Seja C = {vq, ..., o} uma base ordenada para V. Dado u € V, existem unicos
B, ---, Bn € R tais que

U= p1vy + ...+ BnVn

B
Bo

[ulc =

Bn

» Qual é arelacdo entre [u]g e [u]c?
» Porque mudar de base?

» Para simplificar a resolugéo do problema em questéo
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Exemplo: Motivacao

Seja B = {ey, &2} a base candnica de R? e seja B' = {¢}, €,} uma outra base de

R? tal que
1

e, = 56 e e, =—e1 +26e
Assim, temos que

L 3

er
1 1
€1
e\ eil
-1 -1 0 1 2 -1 -1 0 1 2
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Cada base induzira seu préprio sistema de coordenadas, indicando o angulo e a
orientac&o de cada eixo, € a unidade de medida de cada eixo

4
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Podemos escrever qualquer vetor de R? como uma combinagao linear dos
elementos de uma base.

’
v=e;+26 e W/:5e’1+§e’2

-
>

0 1 1 3 o 14 L 3 1t 5 6

A matriz de coordenadas de v na base B é [1 2]/ e a matriz de coordenadas de w’

/A 11t
na base B' € [5 5]". 518
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Como B e C sao duas bases para V, entao existe uma Unica familia
aj, 1 <1,j < n, tais que
Uy =apvi+azVe+...+amvn

Uz = a12Vy +ap2Vo + ... + appVn

Un = aipVi + agpVo + ... + annVp

A matriz quadrada de ordem n

a1 a2 ... A1n

dp1 dp2 ... A2p
Mgc =

| @n1 @n2 .- @nn

€ chamada matriz mudanca de base de B para C.
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a1 a2 ... A1p

oy dg2 ... A2n
Mgc =

| @nt1 @n2 --- @nn |

Os vetores da base antiga sao expresados como combinacao linear dos vetores

da nova base.
Observe que as coordenadas de u; em relagéo a base C estdo na coluna j da
matriz Mpc.
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Exemplo

> V = Pi(R)
» B={1,t},C={1,1+1t}.
» Encontre Mg¢
Solugéo:
1 = al+8(1+t)= =0, a=1
t = al+p(1+t)=a+5=0,=1—-a=-1

uy=1 = 1.14+0.(1+1)
b=t = —11+1.(1+10

11
Mg~ =
.
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Exemplo

Seja V espaco vetorial e B = {uy,...un} base para V. Encontre Mgg

uy = 1uy +0us + ...+ 0up
U, = 0uy+0u+...+1up
Entao
Mgg = Idn
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Exemplo

Sejam B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bases
para R3. Encontre a matriz mudanca de base de B para C, Mgc.

uy =(1,1,1) =1.(1,0,0) +1.(0,1,0) + 1.(0,0,1)
= (1,1,0) =1.(1,0,0)+1.(0,1,0) + 0.(0,0,1)
us = (1,0,0) =1.(1,0,0)+0.(0,1,0) +0.(0,0,1)

111
Mgc= 1110
100
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I-’roposu;ao

Sejam V um espaco vetorial de dimenséo n, B = {uy, Us, ...un}, C = {vq, Vo, ...Vp}
duas bases ordenadas de V e seja Mgc a matriz de mudancga de base de B para
C.

Dado u € V temos:

[Ulc = Mgc[u]s

Demonstracao:
Suponha que U = XyUi + ... + XpUp € U = Y1Vi + ... + YnVn
X1 Yi

e =| 0 | e=|"" ©

Xn | g Yo J¢
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Seja Mpc = [ajj] a matriz de mudancga de base de B para C

aiy a2 ... in

dp1 do2 ... 2p

| @nt1 @n2 --- @nn

= xi(@vi+ ...+ amVvn) + ...+ xp(@nvy + ... + @1pVn)

= (a11Xxy + ... +ainXn)Vy + ... + (@i X1 + ... + @nnXn)Vn (4)

Por outro lado,
Uu=yivi+ ...+ ¥nvn (5)
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De (4) e (5) concluimos que

Yi = aiXxq + ...+ aipXn (6)
(7)
Yn = amXj+ ...+ annXn (8)

Escrevendo o sistema na forma matricial

14 a1 a2 Ain| [ X
Ya| | @212 X2
_yn_ _an‘] an2 ann_ _Xn_

Isto &,

[ulc = Mgc - [u]B

13/18



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Proposicao
Sejam V um espaco vetorial de dimenséao n, B, C bases para V. A matriz
mudanca de base é invertivel e

Mcs = (Mgc) ™.
Demonstracao: Se B, C, D séo bases ordenadas de V
Afirmacao: Mcp.Mgc = Mpgp. (Sem prova)

Entéao
Mcg.Mgc = Mgg = Id, e, por tanto,
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Exemplo

Consideremos em R® as bases

B={ey,e, 63}

e
C=1{91,9,93}
tais que
&1 = g1+ 9)
& = 201 +092+ g3 (10)
€3 = g1+20+93 (11)
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. Determine Mgc € Mcp
. Se

encontre [u]¢
. Se

encontre [u]g
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Demonstracao:

1.

121
Mgc= (012
111
-1-13
2 2
Mcg = (Mgc) ™' = | 1

v
0 —1 Exercicio.
=11
2 2

2. Sendo que [u]¢ = Mg¢[u]s, temos que [u]c é dada por

121 1 5
012| |1| =15
111 2 4
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3. [u]g = Mcglu]lc =

1.1 3
272 2| |2 -5
10-1]|2]|=]34
1011
Z7 2 2] [2 —1
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