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Transformacoes lineares
Definicéo
» Dados dois conjuntos U e V ndo vazios, Uma aplicacao T : U — V é uma

relagdo que a cada u € U associa um unico elemento, denotado por T(u),
emV.

T- U =V

u — T(u)

» Uma aplicagdo T € injetiva se

T(up) = T(U) & Uy = o
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Dada Uma aplicagao T, a imagem de T é o conjunto
Im(T)={T(u), ue U} Cc V

Dizemos que T é sobrejetora se Im(T) = V, ou seja, dado v € V, u € U tal
que T(u) =v.

Dizemos que T é bijetora se T é injetora e sobrejetora.
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Definicéao
Sejam U e V dois espacgos vetoriais sobre R. Uma transformacao linear
T : U — V éuma aplicagdo que satisfaz as seguintes propriedades

1. (TL1) T(U1 + Ug) = T(U1) + T(UQ)VU1, u e U

2. (TL2) T(awu) =aT(u), aeR, ue U

Quando U = V dizemos que T € um operador linear.
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Exemplos:
1.) Transformagéo linear nula

T:U -V
u —»Tu)=0
1. (TL1) T(ug + wp) =0 = T(uy) + T(u2)
2. (TL2) T(au)=0=a0=aT(u), a e R, uec U
2)
/- U -V
u —I(u)y=u

1. (TLY) Hur + u2) = uy + U2 = I(ur) + I(uz)
2. (TL2) (au) =au=al(u), a e R, uec U
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Dada Uma aplicagao T, a imagem de T é o conjunto
Im(T)={T(u), ue U} Cc V

Dizemos que T é sobrejetora se Im(T) = V, ou seja, dado v € V, u € U tal
que T(u) =v.

Dizemos que T é bijetora se T é injetora e sobrejetora.
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Exemplos

Observacao

Toda transformacgéo linear T : R — R é da forma T(x) = kx, k € R. De fato,
T(x)=T(A.x)=T(1).x=kx

Assim, o grafico de uma transformacéo linear de R em R é sempre uma reta
passando pela origem.
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Exemplos
4)U=V=R

T:-R =R

X — X2

1. (TL1) T(X1 + X2) = (X1 + X2)? = X2 + 2x1 X2 + X5 # X2 + x5 = T(x1) + T(x2)
2. (TL2) T(ax) = a?x® #aT(x), a€R, xc U=R
Nao é transformagao linear.
5) U=V =R2
T:R? — R2
(x.y) = (x.2x+y)
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Exemplos

T(x,y) = (x,2x +y)
1. (TL1) Sejam vy = (X1, 1), Up = (X2, ) € R?

Ui+ Up = (X1 + X2, ¥1 + o)

T(u+ ) = T(X1+ X2, 01+ )e)
= (X1 4+ X2,2(x1 + X2) + y1 + o)
= (X1 +x2,(2x1 + 1) + (2% + y2))
= (x1,(2x1 + y1)) + (%2, (2x2 + y2)) = T(u1) + T(u2).

2. (TL2) Sejam u = (x,y) € R?, a € R
T(au) = T(ax,ay) = (ax,2ax + ay) = a(x,2x + y) = aT(u).
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Exemplos
6.) U=R3 V = M(R)
TR  — My(R)
X
(x.y.2) — [ Y ]
y z
1. (TL1) Sejam uy = (X1, y1,21), Uz = (X2, ¥2, 22) € R3
U+ Up = (X + Xo, 1 + Yo, 2y + 22)
T(ug+ ) = T(X1+ X2, 01+ Yo, 21 + 22)
_ X1+Xo Y1+)e :[X1 Y1]+[X2 Y2]
Yi+Ye z1+ 22 iz Yo 2o

= T(U1)—|— T(UQ).
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Continuacao do exemplo 6

2. (TL2) Sejam u = (x,y,2) e R%, a € R

T(au) = F(ax,ay,az)

B ax ay
ay az

Xy
y Z

= aT(u).

= «
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Propriedades de uma transformacao linear

Sejam U, V espacos vetoriaise T : U — V uma transformacéo linear. Entdo
i) T(0)=0

T(—u)=-T(v)ue U

T(uy — up) = T(ur) — T(u2)

e W é subespago vetorial de U entdo T(w) é subespacgo vetorial de V

i)
iii)
iv) S
V) T aiu) = aiT(u), s € R upe U
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Demonstracoes

T(0)=F(0+0)=T(0)+ T(0) (TL1)
T(0)=T(0)+ T(0)
0= T(0)
(ii)
TWw+T(—u)=T(u+(-u))=T(0)=0

Onde T(—u) é o oposto de T(u) em V,ou seja, T(—u) = —T(u)
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Demonstracoes
(iv) Seja W subespago vetorial de U

T(W)={T(u),ue W}

T(W)#0
Como 0 € W entdo T(0) € T(W), logo 0 € T(W).
» T(W) é fechado para a soma
Sejam vy, vo» € T(W). Entao
vi=T(w),uy e Wevo=T(), o e W
Como W é subespaco vetorial entdo uy + uo € W.
Portanto vi + vo = T(u1) + T(u2) = T(ur + wp) € T(W)
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Continuacao da demonstracao de (iv)
» T(W) é fechado para o produto Sejam a« € R e v € T(W). Entao

v=T(),ueW
aT(v)=T(av) e T(W)
ja que W é subespaco vetorial, entdo av € W.

Exemplos
(1) U=V = Py(R)

D: Py(R) — Py(R)

/

Operador derivada

1. (TL1) D(p + q) = D(p) + D(q), Vp,q € Pa(R)
2. (TL2) D(ap) = aD(p), Va € R, p € Py(R)
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Exemplos

2)U=V=R2
T:R® —R?
(x.y) —k(x,y)

E transformacéo linear,
se k > 1 é expansao e
se 0 < k < 1 é contracao.
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Exemplo (Reflexao)
3)U=V=R?
T1 . RZ
(x,5)

T, : R?
(x,¥)

T3 : Rz
(x,y)

Sao transformacoes lineares.

— R?

- (x,—y)

— R?

= (=xY)

— R?

- (_Xa _.y)
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Exemplos
4.) Rotagdo com U = V = R?
T :R? — R2
X 0 in(0
. [cos( ) —sin(0) ]

sin(d)  cos(H)
y

E transformacao linear.
5.)

T:R? — R2
(x,¥y) - (x+ay+b)
7(0,0) = (a,b) # (0,0)

Nao é transformagéo linear.
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