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Aula Passada

> U e V espagos vetoriais

» Uma transformacao linear (T.L.) de U em V é uma aplicagdo T : U — V tal
que:

> (TL1) T(ug + t2) = T(uy) + T(u2)Vuy,ue € U

» (TL2) T(au) = (u), a e R, ue U

» T(0)=0

» WSVde U= T(W)SVdeV
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Nucleo e Imagem de uma T.L

Definicéo
Sejam U e V espacgos vetoriais e T : U — V Uma transformag&o linear (T.L.).
Chamamos de nucleo de T, e denotamos por N(T) ou Ker(T) o conjunto

N(T)={ue U, T(U)=0}c U
Aimagemde T é

ImT={veV,v=T(u),uecU}={T(u),uec U} CV

Notacédo: T(U) = ImT
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Exemplos
1.) Seja
T:R> SR
(Xay) —>X_y
N(T) = {(x,y) eR?: T(x,y) =0}
= {(x,y)eR?: x—y =0}
= {(x.y)eR?:x =y}
= {(x,x) e R?}
= {x(1,1),x e R} =[(1,1)]

ImT =R, pois dado z € R, z = T(z,0).
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1.) Seja

T:R® RS

(x,y,2) = (x,2y,0)

{(x.y,2) e R®/T(x,y,2) = (0,0,0)}
{(x,y,2),(x,2y,0) = (0,0,0)}
{(x,y,2),x=y =0}

{(0,0,2),z € R}

{2(0,0,1),z € R} =[(0,0,1)]
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Por outro lado,

ImT

= {(x2y,0),x,y € R}

= {(x,0,0)+(0,2y,0),x,y € R}
= {(1,0,0)x + (0,2,0)y,x,y € R}
= [(1,0,0),(0,2,0)]
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Observacao

A imagem de uma T.L é sempre um subespaco vetorial de V. De fato, dados
T:U— V TL. W subespacgo vetorial de U tem-se que T(U) é um subespago
vetorial de V.

Proposition
Sejam U, V espacos vetoriais e T : U — V uma transformacéao linear. Entao

1. N(T) é um subespaco vetorial de U.

2. T éinjetora se, e somente se, N(T) = {0}
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Demonstracao de 1. Vejamos que:
> N(T)#0
Como T(0) =0entdo 0 € N(T)
» N(T) é fechado p/soma
Sejam uy, up € N(T). Entéo T(uy) =0, T(u2) = 0. Logo,
T(ur + tp) = T(uy) + T(u2) =0+ 0 = 0. Portanto uy + up € N(T).
» N(T) é fechado p/produto
Sejam u € N(T) e « € R. Logo T(u) = 0. Portanto,
T(au) =aT(u) =a.0 =0, 0u seja, au € N(T).
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Demonstracao de 2.
» (=) Suponhamos que T seja injetora (T(u) = T(v) <= u=v).
Seja u e N(T) entdo T(u) =0, ou seja, T(u) = T(0).
Como T é injetora, entdo u = 0. Portanto N(T) = {0}.
» (<) Suponhamos que N(T) = {0}. Sejam uy, up tal que T(uq) = T(u2).
Entdo T(u1) — T(u2) =0, T(uy — u2) =0. Logo uy — u € N(T) = {0}, ou
seja, uy — U, = 0. Portanto uy = u» e T € injetora.
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Observagao: Se {uy,...,un} é LI e T éinjetora, entdo {T(u1), ..., T(un)} € LI
De fato, considere a combinacgéo linear oy T(uy) + ... + anT(un) =0

usando TLq, TLy <= T(aq(uy) + ... + an(un)) = 0, isto é

ai(ut) + ... + an(un) € N(T)

como T injetora, N(T) = {0} <= a1(uy) + ... + an(un) =0

Como {uy,...,up} élLl <= a1 =...=ap=0

entdo {T(uy),..., T(un)} é LL
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Exemplo

Determine bases para o nucleo e para aimagemde T. T é injetora?

T:R? —R3
(x.y) = (x+2y,x+y,x)

N(T) = {X,y)ERz/T(X,y):(0,0,0)}

= {(x,y) eR?/(x+2y,x+y,x)=(0,0,0)}
y)eR?/x+2y =0,x+y=0,x=0}
0

B = () é base para N(T)
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Continuacao do Exemplo

ImT = {T(x,y),(x,y) € R?}
= {(x+2y,x+y,x)/x,y €R}
= {(x,x,x)+ (2y,y,0)/x,y € R}
= {(1,1,1)x+(2,1,0)y/x,y € R}
= [(1,1,1),(2,1,0)]

B=1{(1,1,1),(2,1,0)} é base para ImT, como N(T) = {0} entdo T é injetora.
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Teorema
Sejam U e V dois espacos vetoriais, B = {uy, ..., upn} uma base para U. Dados
vi, ..., Vp €lementos arbitrarios de V, existe uma unica transformacao linear
T:U— Vtalque:

T(uy) = vy,..., T(Un) = vp

Uma transformacao linear fica determinada pelo seu valor nos elementos de uma
base.
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Demonstracao

» Existéncia
Seja u € U. Entao

aeR,i=1,...,n
Defina
T(u)=oa1T(u1) + ...+ anT(Un)

T(u)=a1vi + ...+ apVp
Logo, T existe.

» T é linear: Exercicio
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» Unicidade:
Seja F: U— VumaTL. tal que F(u1) = v1, ..., F(un) = vp.
Seja u € U. Vamos mostrar que F(u) = T(u).
Como B é base,
uUu=aoaqlq +...+aplp

F(U) = F(CE1 U1 =+ ... +OénUn)

= Vi +...+apvp = T(u)

Logo F(u) = T(u) Yu € U,ou seja, F=T.
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Exemplos

1.) Qual é a transformagéo linear T : R? — R3 tal que T(1,0) = (2,1,0) e
7(0,1)=(0,0,1)?

B ={(1,0),(0,1)} é base de R?, logo T existe e é Unica.

Dado (x,y) € R2, (x,y) = x(1,0) + y(0, 1)

T(x,y) = xT(1,0)+yT(0,1)
= x(2,1,0)+ y(0,0,1)
= (2x,x,y)

T(Xay) = (2X7Xay)
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Exemplos

2.) Qual ¢ a transformagéo linear T : R? — R® tal que T(1,1) = (3,2,1) e
T(0,-2) =(0,1,0)? B={(1,1),(0,—2)} é base de R?, (2 vetores LI num espago
de dimenséo 2).

Dado (x, y) € R?,

(va) = a(171)+6(07_2)

= (a,a—2p)
a = X
a-28 =y

logo, 8 = ¥ = X,
Portanto

(x,y) = x(1,1) + 2 (0,-2)
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T(xy) = xT(,1)+ 2 27(0,-2)

= x(3.21)+>-%(0,1,0
x—y
2

= (3x,2x + , X)

5x —y

= e

T(x,y) = (3x, 25%, x)
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Exemplos

3.) Encontre a T.L.

T:Pi(R) — Mx(R) Talque T(1) = [ (1) 1

eT(1+x):[ 0 0]

» B={1,1+ x} é base de P{(R), (2 vetores LI num espaco de dimensao 2).

» Seja ap + aix = a.1+ (1 + x) € P1(R)

a+ax = al+p(1+x)
= (a+p)1+8x

a+p = a

B = a

logo, o = ap — ay. Portanto ag + a1 x = (ap — a;).1 + a1(1 + x)
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Continuacao do exemplo 3

T(ag+aix) = (ap—a1).T()+aT(1+x))

a1t 200
o "l

ap— a4 2ag—2a
T(ao+a1x):[ 0 ! 0 ! ]

—ay a4
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Exemplos

4.) Determine uma transformagao linear T : R® — R? cujo nucleo seja
N(T)=1[(1,0,1)] e cujaimagem seja Im(T) = [(1,1),(0,2)]. Queremos uma base
para R3 contendo (1,0, 1)

conjunto de vetores nas linhas é L.I. (matriz na forma escalonada)
» B=1{(1,0,1),(0,1,0),(0,0,1)} &€ base de R® contendo (1,0, 1), (3 vetores LI
num espaco de dimensao 3).

» Determine T na base B.
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T(1,0,1) = (0,0)
7(0,1,0) = (1,1)
7(0,0,1) = (0,2)

Determinamos T. Dado (x, y, z) € R3

(x,y,z) = «(1,0,1)+ £(0,1,0) +~(0,0,1)

a+y =

logo, v = z — x. .
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Continuacao do exemplo 4

(x,y,z) = x(1,0,1)+y(0,1,0)+ (z — x)(0,0,1)

T(x,y,z) = xT(1,0,1)+yT(0,1,0)+ (z—x)T(0,0,1)
= x(0,0)+y(1,1) + (z — x)(0,2)
= x(y,y)+(0,2z — 2x)

T(Xay’z) :(yaY+2Z_2X)
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