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Revisao

U e V espacgos vetoriais.
T : U — V uma transformacao linear (T.L.).
N(T)={ue U, T(U)=0}nucleode T

Im(T) é subespaco vetorial de V.

>
>

>

» N(T) é subespago vetorial de U.

>

» {uy,...,un} €Ll e Tinjetora entdo {T(uy), ..., T(un)} € LI
>

Uma T.L é determinada por seus valores em uma base de U.
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Teorema do Nucleo e da Imagem de uma T.L

Teorema
Sejam U e V espacos vetoriais de dimenséo finita. Dada uma transformagao
linear T : U — V, temos

dim U = dim N(T) + dim Im (T)

Demonstracao: Seja By = {uy,...u,} uma base para N(T). Pelo teorema do
completamento, podemos estender By para uma base de U.
By ={uy,...ur,wy,....,ws comdmN(T)=redmU=r+s
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Continuacao da Demonstracao
» Vamos mostrar que B, = {T(wy), ..., T(ws)} € uma base para Im(T).
» Afirmacdo: B, é LI.
De fato, suponha que

Como T é linear, temos que
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> Assim,
atWy + ... + asws € N(T).

Como By é base para N(T), entdo
(6% W1 + ...+ agWs = 61 U1 4+ ...+ ﬂrUr

e, portanto,

Como By é LI pois € base de U podemos concluir que

a1 =..=ag=pf1=..=p =0.
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Continuacao da Demonstracao

» Vamos mostrar que B, gera Im(T).

» Sejaw e Im(T), entdo w = T(u) para algum u € U. Como By € base para U,

Agora, usando o fato que a aplicacdo T € uma transformacao linear e que By
€ uma base do nucleo da transformagéo T, podemos concluir
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w = T(oquy+ ...+ arlp+ Biwy + ... + BsWs)
= o T(u)+ ... +a,T(U)+ B1T(wy)+ ... + Bs T(ws)
= B1T(wy) + ... + BsT(ws).

Lembre que uy, ..., us formam uma base do N(T) e, portanto,
T(u)=...=T(us) =0.
Podemos concluir que w € [T(wy), ..., T(ws)]. Para finalizar observemos que

dim U = r + s = dim N(T) + dim Im(T).
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Exemplo

Determine bases para o nucleo e a imagem de
F:RS - R3
(x,y,2) = (xX+y,2x+y,3x+Y)
Nucleo de F
N(F) = {(x,y.2) € R®/F(x,y,2) =(0,0,0)}
= {(x,y,2),(x+y,2x+y,3x+y)=(0,0,0)}
= {(x,y,2),x+y=0,2x+y =0, 3x+y =0}

x+y=0
2x+y=0
3x+y=0
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Continuacao do Exemplo

Entilox =y =0

N(F) = {(x.y,2) eR®/x=y=0}
= {(0,0,2) € R®} =[(0,0,1)]
By = {[(0,0,1)]} é base para N(F) com dim N(F) = 1 Imagem de F
Modo I:
dimR® = dim N(F)+ dim Im (F)
3 = 1+4+dmim(F)
portanto, dim Im (F) =2
F(1,0,0) = (1,2,3)
F(0,1,0) = (1,1,1)
B={(1,2,3),(1,1,1)} € um conjunto de 2 vetores LI em um espaco vetorial de

dimensé&o 2. Portanto B é base para Im (F). 8/25



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC
Continuacao do Exemplo

Modo II:

Im(F) = {(x+y,2x+y,3x+Yy), x,y,€ R}

= {(Xa2X73X)+(y’yay)a va’eR}
= {x(1,2,3)+y(1,1,1), x,y, € R}
= [(1,2,3),(1,1,1)]

Observacao: Nao esquecer de verificar que (1,2,3) e (1,1,1) sejam L.I.
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Exemplo

Encontre uma transformagéo linear T : R3 — My (R) cujo nicleo seja
N(T) =1(0,1,1)]
Queremos uma base para R® que contenha (0, 1, 1). Observemos que

100
01 1| +#0
00 1

Os vetores nas linhas da matriz A sdo LI e a matriz esta na forma escalonada.

Logo, B = {(1,0,0)(0,1,1)(0,0,1)} é uma base de R® com a propriedade
desejada.
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Continuacao do Exemplo: Vamos achara Im (T)
Sabemos que dim N(T) = 1 entéo pelo teorema do nucleo e da imagem temos:

dimR® = dim N(F) + dim Im (T)
3 = 1+dmim(T)

portanto, dim Im (T) = 2. Definindo T na base B

T(1,0,0) = ; 8 (1)
T(0,1,1) = 8 8 )
T(0,0,1) = 8 (1) (3)

As matrizes (1) e (3) sé@o dois vetores LI em Mo(R).
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Continuacao do Exemplo: Encontremos a transformacao linear 7

(x,¥,2) = (1,0,0) + 5(0,1,1) +~(0,0,1)

a = X
g =y
Bty =

Entdo v = z — y. Portanto

(x,y,2) =x(1,0,0) + y(0,1,1) + (z — ¥)(0,0,1)

T(x,y,2) = xT(1,0,0) + yT(0,1,1) + (2 - ) 7(0,0,1)

Usando que (0,1,1) € N(T)

10 0o 1 X z—Yy
+(z- =
( y)[0 0] [0 0 ]

T(x,y,z) =x
(x,¥,2) [00
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Corolario
Sejam U, V espacos vetoriais tais que dim U =dimV =n< oo. SejaT: U — V
uma transformacgéo linear. Entdo sao equivalentes

1. T éinjetora

2. T é sobrejetora
3. T é bijetora
4

. T leva base de U em base de V.
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Demonstracédo de (1.) = (2.). T injetora entdo N(T) = {0}. Entao, pelo teorema
do nucleo e da imagem, temos que

dmU = dim N(T)+dimIm(T)
dim Im (T)

n

Logo, Im (T) é um subespaco de V com a mesma dimensao que a de V.
Portanto, Im (T) = V, isto é, T é sobrejetora.

Demonstracdo de (2.) = (1.) T sobrejetora entédo Im (T) = V Pelo teorema do
ndcleo e da imagem temos:

dmU = dim N(T)+ dimIm(T)
n = dmN(T)+n

Portanto, dim N(T) = 0, ou seja, N(T) = {0} e T é injetora.
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Demonstracdo de (1.) = (3.)
1)y=0)+2)=(@3)

Demonstragéo de (3.) = (1.). Obvio.

Demonstracédo de (1.) = (4.) T injetora.

Seja {uy, ..., up} LI, base de U. Segue da observagao, {T(u1),..., T(un)} temn
elementos e é subconjunto LI de V. Como dim V = nentéo {T(uy),..., T(un)} €
uma base de V.
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Demonstracéo de (4.) = (1.). Vamos mostrar que N(T) = {0}. Sejau e N(T) e
{uq,...,un} uma base de U.
Por hipétese, {T(uy), ..., T(un)} € uma base de V e ainda temos que

Portanto,

T(u) = T(aquq+ ... + aplp). Assim,

Como temos uma combinagéao linear dando zero e {T(uy), ..., T(un)} é base para
V, temos que oy = ... = an = 0. Em outras palavras, u = 0.
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Exemplo

Considere a transformagcéo linear

F : R*—= My(R)

(x,y,z,ww[X y]
zZ W

» F € linear (verificar)
>

2220

» Como dim R* = dim My(R) = 4 entdo F é sobrejetora.

N(F) = {(X,y,z,w)eR“/T(x,y,z,w):[0 0]}

= {(x,y,z, W)€R4/ {(0307070)}

portanto F € injetora.
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Isomorfismos e Automorfismos
Definicéao

e Segjam U e V espacos vetoriais.
Um Isomorfismo entre U e V é uma transformacé&o linear bijetora T : U — V.

e SeT:U— Véumisomorfismoe U =V, dizemos que T é um Automorfismo.

e Quando existe um isomorfismo entre U e V dizemos que U e V s&o Isomorfos.

18/25



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC
Exemplo

1.
/I - U=U
X — X
O operador identidade € um automorfismo.
2.

T : R*— Mx(R)

(x,y,z,w) —
O exemplo anterior é um isomorfismo.

19/25



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC
Proposicao

Se F é um isomorfismo entdo F~' também é um isomorfismo.

Demonstragédo: Basta mostrar que F~' ¢ linear.
F-U=V, F1:V-U

(TL1) Sejam vy, vo € V.
Como F é sobrejetora vi = F(uy), vo = F(Wp), Uy, Uus € U.
Entao:

Flv+ve) = F(F(u)+ F(up))
= F'(F(ui +w)) (FETL.)
= uy +ux (F éinjetora)

= FY(v)+F(v)
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(TL2) Sejama e R, v e V.
Tome u = F~1(v) pois v = F(u)
F(av) = F'(aF(u))
= F '(F(au)) (FETL)
= au (F éinjetora)

= aF (v)
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Teorema

Dois espacos vetoriais U e V de dimenséo finita sdo isomorfos se e somente se,

dim U = dimV

Demonstracao:

(=) Se U e V sao isomorfos entdo existe F : U — V isomorfismo. Pelo teorema

do nucleo e da imagem
dim U = dim N(F) + dim Im (F)

Como F é injetora

N(F) = {0}
Como F é sobrejetora

Im(F)=V
Substituindo (5) e (6) em (7)

dimU=0+dmV

(4)

22/25



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Continuando com a demonstragao:

(<) Suponha que dim U = dim V = n. Sejam B = {uy, ..., Un}, C = {Vvy,..., Vo }
bases de U e V respec. Sejam F : U — V a unica T.L. tal que

F(ui) = wv1,...,F(un) = vp.

Vamos provar que F € injetora:

Seja u € N(F), como B é base de U

U = aqlq+ ...+ aplpy

F(u) = F(ajuq+ ...+ aplp)
0 = atF(uy)+...+anF(up) (e N(F)e FETL.)
0 = a1y +..+apvy
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Continuando com a demonstracao:

Como {vy, ..., vp} é L.I. entéo

Portanto

u =0

Segue que N(F) = {0} ou seja F é injetora.
Pelo corolario do teorema do nucleo e da imagem (F é injetora se e somente se,

F é sobrejetora quando dim U = dim V), F € um isomorfismo
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Exemplos

1. R* e Mx(R) séo isomorfos.

2. R? e P4(R) séo isomorfos.

3. R3 e P,(R) s&o isomorfos.

Mais geralmente R"*! e P,(R) sdo isomorfos.

25/25



