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Aula passada

U, V espaco vetorial, T : U — V T.L, B base para U, C base para V. Dado u € U
>
[F(u)lc = [Flsc [uls

» B={uy,....,up} e C={wvy,..., vy} bases de U e V respectivamente.

Fluy) = ayyvi+...+amvm
a1 ... ain
[Flg.c =

mxn
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Exemplo
B={(1,1),(0,1)} base de R? e C = {3x, —1, x + x?} base de P,(R). Encontre a
T.L. T :R? — P?(R) tal que

0 2
[Tlge=| -1 0

Modo (l):

T(1,1) = 0.3x+(=1).(=1)+ (=1).(x + x?)
= 1-—x—x°,

T(0,1) = 23x+0.(—1)+3.(x +x?)
= 9x+3x2.
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Dado u = (a,b) € R?,(a,b) = a(1,1) + 5(0,1). Logo,

Entdoa = aef=b—-a e

o =

a+p =

a(1,1)+(b—a)(0,1)
ar(1,1)+b-a)7(0,1)

a(1 — x — x?) + (b— a)(9x + 3x?)
a1+ (—10a+ 9b)x + (—4a+ 3b)x?
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Modo (ll) (Pela férmula [F(u)]c = [Flsc [u]B)-
Dado u = (a, b) € R?

4/15



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear

Modo () (Pela férmula [F(u)]c = [Flsc [u]B)-
Dado u = (a, b) € R?
B a
[ulg = [ b a ]

Entao
2b—2a

[TWlec=| -1 0 [ . ]: —a
-1 3 —4a+3b

T(a,b) = (2b—2a)(3x)+ (—a)(—1) + (—4a+3b)(x + x?)
T(a,b) = al+(—10a+ 9b)x + (—4a+ 3b)x?
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Exemplo

A=

1 -3 5
o 4 A
Fixadas B, C bases candnicas de R3 e R? respectivamente, encontre T : R® — R?

T.L. tal que: (/)[T]gc = A e que (ii): [T(u)]c = A [u]g para u € R3,
Seja u = (x,y,z) € R3. Entao

X

U= | y
V4

com B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} base de R®
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Logo

x—3y+5z
2x+4y — 2z

N < X

T(x,y,z) = (x—38y+52)(1,0)+ (2x +4y — 2)(0,1)
T(x,y,z) = (x—3y+5z,2x+4y — 2)

Observem a relagéo entre [T]g ¢ € T quando fixamos as bases candnicas!
Observacao: Quando B, C sao as bases candnicas, em geral usamos a notac¢ao

[Tls.c = [T].

6/15



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Teorema

Sejam U, V, W espacos vetoriais, e B, C, D bases de U, V, W respectivamente.
SeT,:U— VeT,:V — W sao transformacgées lineares, entdo Too T : U — W
é linear

[T20 Thlgp = [T2]c,0[T1]B.c

» Exercicio: Prove o Teorema acima.
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Teorema
Sejam U, V espacos vetoriais, e B, C bases de U, V respectivamente. Se
T :U— V éumisomorfismo, entdo

[T "cs = ([Tlge) ™
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Teorema

Sejam U, V espacos vetoriais, e B, C bases de U, V respectivamente. Se
T :U— V éumisomorfismo, entdo

[T "cs = ([Tlge) ™

Demonstragao: Pelo teorema anterior, [T~ '|¢g[Tlgc = [T "o Tles = [llz5
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Teorema
Sejam U, V espacos vetoriais, e B, C bases de U, V respectivamente. Se
T :U— V éumisomorfismo, entdo

[T "cs = ([Tlge) ™

Demonstragao: Pelo teorema anterior, [T~ '|¢g[Tlgc = [T "o Tles = [llz5

Corolario
SeT:U— VéTLeB, Csaobases para U e V respectivamente, entdo T é um
isomorfismo se, e somente se, det [T]|g ¢ # 0.
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Exemplo
Sejam Ty : R? —» R3, T, : R® — R? tais que

[Tilgc =

[T2lep = [g ; _01 ]

Com B=1{(1,0,),(0,2)}, C= {(%,O, -3),(1,1,1),(2,0,5)} e D= {(2,0,),(1,1)}
Encontre T, o Ty : R?2 — R2. T, o Ty € um isomorfismo?
1 0

0 1 —1 1 2
Too Tilep = [TleolTilac = 1 1=
[Too Tilep = [T2)e.p-[ThlBC [0 - ] . [0 0 ]
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UFABC

Too T1(1,0) = 1(2,0) + 0(1,1) = (2,0),
To0T1(0,2) = —2(2,0) + 0(1,1) = (—4,0).
Dado (x, y) € R?,

(x,y) = a(1,0) + 5(0,2). Portanto,

Assim,a=xef=1%e
(x,y) = x(1,0) + £(0,2). Logo,

Too T1(x,y) = xT(1,0) 7(0,2)

/'\ NI

+
= x(2,0)+ + Y

l\)

como det [Tz o T]gp = 0 entdo T o Ty n&o & isomorfismo!

—4,0) = (2x — 2y,0)
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Observacao

Sejam B, C duas bases para um espaco vetorial Ve /: V — V o operador
identidade. B = {uy, ..., un}, C = {w,..., Vo }. Vamos construir [/|g ¢c:

up = I(ur) =anvi+ ...+ anvp
U = I(U2) = anpVq+ ...+ anVp
up = Il(up) = aipvi + ... + a@mnVa.

Elementos da base antiga como combinagéo linear dos elementos da base nova!
Entéao [I]B,C = ngc.
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Proposicao
Sejam B, C bases para um espaco vetorial V e T : V — V uma transformacao

linear. Entao
[Tlec = Msc [Tls.s (Mgc) ™.

Demonstracao:

[Tlecc = =MloTellcc
= [NsclTlsallcs
= Mpgc[T]sMcs
= Mgc[Tlg8(Msc) ™"
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Exemplo

Se T:R? —» R? éuma T.L tal que

1 2
m-le %

Calcule [T]g s, B={(1,1),(0,2)} Denotando por C a base candnica de R2, temos
(T8, = Mcs[T](Mcs) ™

Mgc = (Mcg) ™"
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1 0 1 2 10
a3 1123100

Remark
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O conjunto de todas as T.L de um espaco vetorial U em um espaco vetorial V,
que denotamos por L(U, V), munido com a soma (Ty + T2)(u) = T1(u) + T(u2) e
o produto por escalar (aT)(u) = aT(u) é um espaco vetorial. Quando U = V
denotamos este espaco por L(U).
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Definicao
Dadas duas matrizes P e Q de ordem n dizemos que P e Q sdo semelhantes se
existe uma matriz invertivel M tal que Q = M~ PM.
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Definicao
Dadas duas matrizes P e Q de ordem n dizemos que P e Q sdo semelhantes se
existe uma matriz invertivel M tal que Q = M~ PM.

Exemplo: T € L(V), B, C bases para V. Vimos que
[Tle.c = (Mcs) ™ '[Ts.8Mcs

Matriz mudanga de base de C para B.
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existe uma matriz invertivel M tal que Q = M~ PM.
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Definicao
Dadas duas matrizes P e Q de ordem n dizemos que P e Q sdo semelhantes se

existe uma matriz invertivel M tal que Q = M~ PM.

Exemplo: T € L(V), B, C bases para V. Vimos que
[Tle.c = (Mcs) ' [Tls,sMcs
Matriz mudanga de base de C para B.
Entéo [T]c c e [T]B,s s&0 semelhantes.
Definicéao
Dizemos que uma matriz é diagonalizavel se é semelhante a uma matriz
diagonal.
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