Autovalores e autovetores

Autovalores e autovetores

Definicao e exemplos

Algebra Linear

Mariana Silveira - Cristian Coletti

&

Universidade Federal do ABC



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Autovalores e Autovetores

Sejam V espaco vetorial, T : V — V, T € £L(V) um operador linear. Procuramos
vetores v € V tais que
T(v)=Av, AeR (1)

Se v=0temos T(v) =0= X.0 (Sempre).
Vamos procurar vetores v # 0 satisfazento (1).
Exemplo 1.

IV -V

vV oV
Todo vetor v # 0 étal que I(v) = v =1.v,com X = 1.
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Exemplo 2.
T: R? —R?
(va) _>(2X7_y)
2x = Ax
-y Ay
A=2)x = 0=X=20ux=0
A+1)y = 0=A=—-1ouy=0
Autovetores:

» x=0(eixoy)= T(0,y)=(0,—y)=—-1(0,y) com A= —-1e {(0,y),y # 0}
» y =0 (eixo x) = T(x,0) = (2x,0) = 2(x,0) com A =2 e {(x,0),x # 0}
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Definicéao
Sejam V um espaco vetorial de dimensé&o finitae T : V — V, T € L(V) um
operador linear em V. Um vetor v # 0 em V é um autovetor (vetor proprio) se

existe um escalar \ € R tal que
T(v)=Av

Neste caso A é chamado autovalor (ou valor préprio) de T.
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Exemplo 3.
T: R® R

(x,y) —(8x.,8y)

Todo (x,y) # (0,0) é autovetor de T associado ao autovalor 8.
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Exemplo 3.
T: R® R

(x,y) —(8x.,8y)

Todo (x,y) # (0,0) é autovetor de T associado ao autovalor 8.

Mais geralmente,
T: R?> —R?
(x,¥) = (Ax,Ay)

Todo (x, y) # (0,0) é autovetor de T associado ao autovalor .

» )\ < 0= T inverte o sentido do vetor
» |A\| > 1= T dilata o vetor

» |A\| < 1= T contrai o vetor

> \=1= T é o operador identidade
» A\=0= T éa aplicagédo nula.
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Exemplo 4.
T: R?® —R2

(x,y) —(2x+2y,y)
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Exemplo 4.

T: R2 R

(x,y) —

T(x.y)
(2x +2y,y)
Entdo
2x + 2y
y

(2x +2y.y)
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Exemplo 4.
T: R? R
(x.y) —(@x+2y.y)
T(x.y) = Ax,¥)
x+2y,y) = AXxY)
Entao

2x+2y = Ax
y = N

A = 1louy=0
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» Sey#0entdoA=1e2x+2y =x

Autovalor A = 1. Autovetores associados a A = 1 sdo {(—2y,y),y € R\ {0}}
» Sey=0entdo x #0 (v #0)

2x+0=Xxe(A-2)x=0 = A=2

Autovalor A = 2. Autovetores associados a A = 2 sédo {(x,0),x € R\ {0}}
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Observacgao: Seja A € R. Dadov e V

T(v)=Av<= T(v)—Av=0
<~ T(v)—XM(v)=0
— (T—-X)(v)=0
< veNT-\)

Logo, {v e V, T(v) = Av} = N(T — \l) é um subespaco vetorial de V.
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Definicéao
Sejam V um espaco vetorial de dimensé&o finitae T : V — V, T € L(V) um
operador linear em V. Seja A € R um autovalor de T, o subespago de V

Vi={veV/T(v)=Av}=N(T -\

é chamado autoespaco associado ao autovalor \ ou espaco préprio associado
a.

Exemplo (voltando ao exemplo 4.)

T: R2 R
(x,y) —(2x+2y,y)
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» Autovalor A\ = 1. Autovetores associados {(—2y,y),y # 0}

Vi = {(-2y,y):y eR}
= {¥(-2,0):y e R} =[(-2,0)]
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» Autovalor A\ = 1. Autovetores associados {(—2y,y),y # 0}

Vi = {(-2y,y):y eR}
= {¥(-2,0):y e R} =[(-2,0)]

» Autovalor A = 2. Autovetores associados a A = 2 {(x,0),x # 0}

Vo = {(x,0):xeR}
= {x(1,0): x e R} =[(1,0)]
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Observacao: Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitae T: V — V,
T € L(V) um operador linear em V e B base de V. Dado v € V,

T(v)=Av < [Tlgsl[vls —Alvls =0
< ([Tlegs—Al)[vls=0

Logo, o autoespaco associado a A pode ser descrito como

Vn={veV, ([Tlgs— A)[v]g} = 0.
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X4
Se(Tlgs=lajlelvls=| i |,
Xn
_811—>\ aqo ain | [ ]
A a X
an1 aop — cee 2n
([Tlgg — AD[vlg = . . . . L=
: : : : X,
L an1 an2 “e ann'_ A i L 0 1
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X4
Se(Tlgs=lajlelvls=| i |,
Xn
_311—>\ aqo ain | [ ]
A a X
an1 aop — cee 2n
([Tlgg — AD[vlg = . . . . L=
: : : : X,
L an1 an2 “e ann'_ A i L 0 1

Isto € um sistema linear homogéneo com n equagdes e n incégnitas. Temos duas
possibilidades:

» det(matriz dos coef) £ 0 = sistema possivel determinado

» det(matriz dos coef) = 0 = sistema possivel indeterminado.
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Observacoes

» Assim, se det([T]g g — Al) # 0 entdo o sistema sé tem uma solugdo
v =x1 =.. = Xp =0 e portanto ndo ha autovetores associados a \.
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Observacoes

» Assim, se det([T]g g — Al) # 0 entdo o sistema sé tem uma solugdo
v = X1 = ... = X5 = 0 e portanto ndo h& autovetores associados a .

> Estamos interessados nos valores de X € R tais que det([T]gg — Al) = 0.

Nestes casos o sistema tem solugéo néo trivial e portanto \ € autovalor.
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Observacoes

» Assim, se det([T]g g — Al) # 0 entdo o sistema sé tem uma solugdo
v = X1 = ... = X5 = 0 e portanto ndo h& autovetores associados a .

> Estamos interessados nos valores de X € R tais que det([T]gg — Al) = 0.

Nestes casos o sistema tem solugéo néo trivial e portanto \ € autovalor.

» Note que det([T]g,z — Al) € um polinbmio em Al!
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Definicéo

Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finitan, T:V — V, T € L(V) um
operador linear em V. B uma base de V.
O polinémio catacteristico de T é o polinémio de grau n

Pr(A) = det([T]g.z — )

As raizes de P1()\) s&o os autovalores de T.
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Definicéo

Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finitan, T:V — V, T € L(V) um
operador linear em V. B uma base de V.
O polinémio catacteristico de T é o polinémio de grau n

Pr(A) = det([T]g.z — )

As raizes de P1()\) s&o os autovalores de T.

Se [T]gs = [aj], entéo

ai — A aqo ain

a o — A ... a
Pr(\) = det 21 22 2n

an1 an2 e ann - )\
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Exemplo 1. T R2 _R2

(x,¥) — (¥, x)
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Exemplo 1. T R2 _R2

o2

(x,¥) — (¥, x)

Pr(\) = det([T] — Al) = det [ _1A _1A ] =21
Exemplo 2.
T: R2 —R®
(x,y) —(8x,8y)
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Exemplo 1. T R2 L R2

[lelf;]

Pr(\) = det([T] — Al) = det [ _f _1A ] — 22

(x,¥) — (¥, x)

Exemplo 2.
T: R2 S R?
(X’y) %(8X78y)

[T]=

8 0
0 8
Pr(\) = det([T] — A\l) = det [ 8 ; A . 0

_(a_ )2
_A]—(s )
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Queremos mostrar que Pr(\) ndo depende da base de V escolhida!
Proposicao

Se B e C sdo duas basesparaVe T :V — V éum operador linear em V entdo
det([T]g,g — M) = det([Tlc.c — M).

Demonstragdo: [T]¢c c = Mpc[T]s,sMgA

det([Tlcc — N) = det(Mgc[T]gsMgs — M)
= det(Mgc[T]ssMps — AMpc | Mg})
= det(Mgc([Tles — A 1) Mgl)
= detMpcdet([T]ps — A ) det Mg])
= det([Tlgs — \)
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Observacao: A proposicao anterior garante que o polinbmio caracteristico esta
bem definido (ele nao depende da base escolhida).

A é autovalorde T <= Existe v # 0 tal que T(v) = Av
— det([T]gs —A) =0

= A éraizde Pr())
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Observacao: A proposicao anterior garante que o polinbmio caracteristico esta
bem definido (ele nao depende da base escolhida).

A é autovalorde T <= Existe v # 0 tal que T(v) = Av
— det([T]gs —A) =0

= A éraizde Pr())

Os autovetores associados a A sdo os vetores v # 0 tal que ([T]g g — A/)[v]g} =0
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Voltando ao Exemplo 1.

Encontre os autovalores e autovetores de

T: R2 o R?

x,¥) — (¥, x)
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Voltando ao Exemplo 1.

Encontre os autovalores e autovetores de

T: R? —R?

x,¥) — (¥, x)

o[ ]

Pr(\) = det([T] — A) = det [ - \ ] =X -1
Autovalores: \ é autovalor de T <= X é raiz de Pr()\)

N_1=0=\=+1
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Autovetores associados a A\ = 1: (x,y) # (0,0) com x = y tal que ([T] - /)[v] =0

ENiMEY
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Autovetores associados a A\ = 1: (x,y) # (0,0) com x = y tal que ([T] - /)[v] =0
-1 1 x| |0
1 —1]|y]| |o

Vi ={(x,x), x e R} =[(1,1)]
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Autovetores associados a A\ = 1: (x,y) # (0,0) com x = y tal que ([T] - /)[v] =0
-1 1 x| |0
1 —1]|y]| |o

Vi ={(x,x), x e R} =[(1,1)]

Autovetores associados a A\, = —1: (x,y) # (0,0) com x = —y tal que

([Tl = (=1)NH[v] =0
1 1 X | 0
IMEN
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Autovetores associados a A\ = 1: (x,y) # (0,0) com x = y tal que ([T] - /)[v] =0
-1 1 x| |0
1 —1]|y]| |o

Vi ={(x,x), x e R} =[(1,1)]

Autovetores associados a A\, = —1: (x,y) # (0,0) com x = —y tal que

([Tl = (=1)NH[v] =0
1 1 X | 0
IMEN

Vo ={(x,—x), x e R} = [(1,=1)]
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Voltando ao Exemplo 2.

Encontre os autovalores e autovetores de

T: R? —R?

(x,y) — (8x.8y)
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Voltando ao Exemplo 2.

Encontre os autovalores e autovetores de

T: R2 L R?
(x,y) — (8x,8y)

8 0
m-o )

Pr()\) = det([T] — Al) = det [ 8-1 0

0 8-\

Autovalores: )\ é autovalor de T <= X é raiz de Pr()\)

]_(8—)\)2

(8-X2=0=X1=8
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Autovetores associados a Ay = A\, = 8: (x,y) # (0,0) com tal que ([T]—8/)[v] =0

HIIARH
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Autovetores associados a Ay = A\, = 8: (x,y) # (0,0) com tal que ([T]—8/)[v] =0

00 x| |0
ool|ly| |o
Autovetores: {v # 0 : v € R?} e o autoespaco associado a \ = 8:

Vg = R2.
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Exemplo 3.

Encontre os autovalores e autovetores de

T: R?2 S R?

(X7y) — (—y,X).
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Exemplo 3.

Encontre os autovalores e autovetores de

T: R?2 S R?

(X>y) — (—y,X).

Como [T] = [? _01 ]

Pr(X) = det([T] — Al) = det [ _ﬁ :l] —A241

Note que Pr()) ndo tem raizes reais. Portanto T ndo tem autovalores reais.
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