Diagonalizacéo de Matrizes

Diagonalizacao de Matrizes

Definicao e exemplos

Algebra Linear

Mariana Silveira - Cristian Coletti

&

Universidade Federal do ABC



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Autovalores e Autovetores de matrizes

Seja Auma matriz n x n, A € Mp(R). Um autovetor de A € uma matriz
X1 0
X=1:|#
Xn 0

tal que AX = AX com X autovalor.
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Autovalores e Autovetores de matrizes

Seja Auma matriz n x n, A € Mp(R). Um autovetor de A € uma matriz

X1 0
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tal que AX = AX com X autovalor.
Temos entédo
Aautovalor <= JX # 0talque AX =X
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Autovalores e Autovetores de matrizes

Seja Auma matriz n x n, A € Mp(R). Um autovetor de A € uma matriz

X1 0

X=1|1|#

tal que AX = AX com X autovalor.
Temos entao

A autovalor dX # 0 tal que AX = \X
dX #0talque (A—-A\)X =0

det(A— \l) =0

111l

A € raiz do polindmio caracteristico Pa(\) = det(A — \/)
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Dado )\ autovalor de A, os autovetores associados a A sdo: X # 0, tal que
(A—N)X=0
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Dado )\ autovalor de A, os autovetores associados a A sdo: X # 0, tal que
(A—N)X=0

ai — A a2 ain X1
ao1 aomo — A\ ... aon Xo

an1 ano ... @pn— A Xn 0
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Relembrando:

» A é diagonalizavel se A é semelhante a uma matriz diagonal D, ou seja, se
existe uma matriz invertivel M, tal que D = M—1AM.
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Observagao:

> Seja Auma matriz M. Entdo existe uma transformacao linear (Unica)
T:R"” — R"al que [T] = A.
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T é diagonalizavel <= Jbase B de R" tal que [T]gs € diagonal
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Observagao:

> Seja Auma matriz M. Entdo existe uma transformacao linear (Unica)
T :R"” — R"al que [T] = A. Temos que A é diagonalizavel < T é
diagonalizavel. De fato,

| 2

T é diagonalizavel <= Jbase B de R" tal que [T]gs € diagonal
— [Tlss = Ml [T] [Mlac

— D=M"AM

=

A é diagonalizavel
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Note que [M]gc com B = {uy, ..., Up} base de autovetores e C = {ey, ..., e} base
canodnica

uy = oaq1e1 +...+tapén
U = 1261 + ...+ apo€n
Un - Oé1ne1 —+ ...+ Oénnen

€ a matriz cujas colunas sao as coordenadas dos autovetores na base canénica.
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Se A é diagonalizavel, a matriz invertivel Mtalque D= M1 AM é
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Se A é diagonalizavel, a matriz invertivel Mtalque D= M1 AM é

bl
M = uy U ... Up
T T

Matriz cujas colunas sdo os autovetores de A
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Se A é diagonalizavel, a matriz invertivel Mtalque D= M1 AM é

el
M = uy U ... Up
T T
Matriz cujas colunas s&o os autovetores de A e D € a matriz diagonal
A 0 ...00
0| 0
| 0 0 ... Ap |

u; autovetor associado a Aq

U, autovetor associado a Mo

U, autovetor associado a Ap
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Teorema
A € Miy(R) é diagonalizavel se, e somente se,

a) Pa(X) tem todas as raizes em R
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a) Pa(X) tem todas as raizes em R

b) Para cada autovalor \ de A

ma(\) = mg(\)
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Teorema
A € Miy(R) é diagonalizavel se, e somente se,

a) Pa(X) tem todas as raizes em R

b) Para cada autovalor \ de A

ma(») = mg(\)

Teorema
A € My(R) possui n autovalores distintos, entdo A é diagonalizavel.
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Exemplo
Encontre os autovalores e autovetores de
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Exemplo
Encontre os autovalores e autovetores de

0 -4
A= 3 5
00 —1
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UFABC

Exemplo
Encontre os autovalores e autovetores de

0 -4
A= 3 5
00 —1

Verifique se A é diagonalizavel.
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UFABC

Exemplo
Encontre os autovalores e autovetores de

0 -4
A= 3 5
0 0 -1
Verifique se A é diagonalizavel.
Polinbmio caracteristico
3—-x 0 —4

Pa(\) = det(A— \l) = det 0 3-2 5

=(B3-N3(-1-1))
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Autovalores (raizes de P4())

(B=X2)3=1-X)=0

A=—-1oul=3
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Autovalores (raizes de P4())

(B=X2)3=1-X)=0

A=—-1oul=3
Sel=-1ma(-1) =1
Autovetores

X1 0

Xn 0
tal que (A—(—1))X =0
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X=2

4y +5z=0

_ -5
Yy==<

Autovetores
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SeA=3ma(3)=2
Autovetores

X1 0

Xn 0

tal que (A—(3))X =0

11/21



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

SeA=3ma(3)=2

Autovetores
Xq i [ 0 1
X = +
Xn | | 0
tal que (A— (3))X =0
00 —4|[x] Jo
5 yl1=10
—4 | Z i 0

Logoz=0
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z=0
Autovetores
X 0
y|#]|0
:
X X 0
Vi = y |, X, yeR;= O |+l vy |, x,yeR
0 0 0
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z=0
Autovetores
X 0
y|#]|0
:
X X 0
Vi = y |, X, yeR;= O |+l vy |, x,yeR
0 0 0
1 0
= 0o |+ 1 mg(3) =2
0 0

Portanto A é diagonalizavel.
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Existem matrizes M invertivel e D diagonal taisque D=M""AM

4
M=] -5 0
4 0O
Tx11Tx2T X3

com x; autovetor associado a -1 e x», x3 autovetores associados a 3 e

1
D=1 0
0

o W o
w O o
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Aplicacao: Poténcia de uma matriz

Seja A € My(R). As poténcias de A sao
A2 A3 AP

Para valores de p grandes, este célculo em geral é penoso. No entanto, quando A
e diagonalizavel, existe uma forma de simplificar o problema.
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Se A é diagonalizavel, existem M invertivel e D diagonal tais que
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Se A é diagonalizavel, existem M invertivel e D diagonal tais que

D=MT'1AM

Ou segja,
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Se A é diagonalizavel, existem M invertivel e D diagonal tais que

D=MT'1AM

Ou segja,

A=MDM’
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Se A é diagonalizavel, existem M invertivel e D diagonal tais que

D=MT'1AM

Ou segja,

A=MDM’

Logo
A-—MDM MDM ' =MD?> M1
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Por inducéo
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Por inducéo
A = M Dk M1
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Por inducéo
A = M D M~

como

A 0 0 ]

0 A 0

D= 2
0 O An
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Por inducéo
como

D=
entao

Dk =

A = M Dk M1

M0
0 X
0 0

[k 0
0 Xk
0 0
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Exemplo

Se
3 3

15

Calcule A*
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Exemplo
Se
(2]
Calcule A*
Polinémio caracteristico
Pa(\) = det(A— Al) = [ B;A 53A ] =(B-)N)(5-A)-3

Autovalores de A (raizes de P4()\))
Pa(A)=B8-XN)(5-X)-3=0
A2 —8\+12=0
A= 85848 ont50 A =6 ou A =2
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Exemplo
Se
(2]
Calcule A*
Polinémio caracteristico
Pa(\) = det(A— Al) = [ B;A 53A ] =(B-)N)(5-A)-3

Autovalores de A (raizes de P4()\))
Pa(A)=B8-XN)(5-X)-3=0
A2 —8\+12=0
A= 85848 ont50 A =6 ou A =2

Autovalores todos distintos. Portanto A é diaginalizavel.
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talque (A—2/)X =0
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talque (A—2/)X =0

x+3y =0, logo x = -3y
Autovetores
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talque (A—6N)X =0
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talque (A—6N)X =0

logo x =y
Autovetores
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Vo = (—38,1) autovetor associado a A = 2 V5 = (1, 1) autovetor associado a A = 6

vil val
M=| -3 1
1 1

Matriz cujas colunas sdo os autovetores de A
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Vo = (—38,1) autovetor associado a A = 2 V5 = (1, 1) autovetor associado a A = 6

vil val
M=| -3 1
1 1

Matriz cujas colunas sao os autovetores de A e D é a matriz diagonal

D=

0
ComM =2e X =6
0 6
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A =M D* M~
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Nw N=
_
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A =M D* M~
At -3 1 24 0
1 1 0 64

| 483 1296 | | F
48 1296 I

FNEN L‘L
Nw N=
_

Bl p[=
| I
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A =M D* M~
At -3 1 24 0
1 1 0 64

| 483 1296 | | F
48 1296 1

7

_

FNEN h“
Nw N=

Bl p[=
| I

360 936
312 336
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