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Combinacao Linear

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial real € vy, Vvo,...,v, € V. Umvetorv € V é
combinacao linear de vy, Vo, ..., V, se existem escalares aq,as,...,a, € R tais
que

vV = (¥1.VH ‘f’(Yz.V? qEocodF an.Vp
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Sejam (V,+,.) um espaco vetorial real € vy, Vvo,...,v, € V. Umvetorv € V é
combinacao linear de vy, Vo, ..., V, se existem escalares aq,as,...,a, € R tais
que

vV = (¥1.VH ‘f’(YZ.V? qEocodF an.Vp

Exemplos:

1. V =R3. O vetor (2,3,5) é combinagao linear dos vetores
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), pois

(2,3,5) =2(1,0,0) +3(0,1,0) +5(0,0,1)
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Combinacao Linear

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial real € vy, Vvo,...,v, € V. Umvetorv € V é
combinacao linear de vy, Vo, ..., V, se existem escalares aq,as,...,a, € R tais
que

vV = (¥1.VH ‘+’(¥2.V§ qEocodF an.Vp

Exemplos:

1. V =R3. O vetor (2,3,5) é combinagao linear dos vetores
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), pois

(2,3,5) =2(1,0,0) +3(0,1,0) +5(0,0,1)

Obs:(n = 1) Se v é combinacéo linear de um unico vetor vy, entdo v = a4 vy, oU
seja, v € multiplo escalar de v;.
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Exemplo

Sejam V=R3, u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w = (9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
que w é combinagao linear de u e v, mas w’ nao é combinagao linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
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Exemplo

Sejam V=R3,u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w=(9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
que w é combinagao linear de u e v, mas w’ nao é combinagao linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
w=au+pve&(927)=a,2,-1)+3(6,4,2)
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Sejam V=R3,u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w=(9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
que w é combinagao linear de u e v, mas w’ nao é combinagao linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
w=au+pve&(927)=a,2,-1)+3(6,4,2)

9 =a+6p Somando asegs. lelll: 16 =83 = =2
2 =2a+4p
7 =—a+28
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Sejam V=R3,u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w=(9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
que w é combinagao linear de u e v, mas w’ nao é combinagao linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
w=au+pve&(927)=a,2,-1)+3(6,4,2)

9 =a+64 Somando asegs. lelll: 16 =83 = =2
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7 =—a+28
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Exemplo

Sejam V=R3,u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w=(9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
que w é combinagao linear de u e v, mas w’ nao é combinagao linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
w=au+pve&(927)=a,2,-1)+3(6,4,2)

9 =a+64 Somando asegs. lelll: 16 =83 = =2
2 =2a+4p Subst. naeq. :9=a+62=a=-3
7 =—a+283 a = =3, f = 2 satisfazem as 3 equagdes.

» w' ndo é combinacao linearde ue v
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Exemplo

Sejam V=R3,u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w=(9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
que w é combinagao linear de u e v, mas w’ nao é combinagao linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
w=au+pve&(927)=a,2,-1)+3(6,4,2)

9 =a+64 Somando asegs. lelll: 16 =83 = =2
2 =2a+4p Subst. naeq. :9=a+62=a=-3
7 =—a+283 a = =3, f = 2 satisfazem as 3 equagdes.

» w' ndo é combinacao linearde ue v
w=au+p.ve(4,-1,8)=a(1,2,-1)+ 5(6,4,2)
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Exemplo

Sejam V=R3,u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w=(9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
que w é combinagao linear de u e v, mas w’ nao é combinagao linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
w=au+pve&(927)=a,2,-1)+3(6,4,2)

9 =a+64 Somando asegs. lelll: 16 =83 = =2
2 =2a+4p Subst. naeq. :9=a+62=a=-3
7 =—a+283 a = =3, f = 2 satisfazem as 3 equagdes.

» w' ndo é combinacao linearde ue v
w=au+p.ve(4,-1,8)=a(1,2,-1)+ 5(6,4,2)

4 =a+64 Somando as egs. l e lll: 12 =83 = 5 = 3/2
1 —2a+48
8 =-a+2p
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Exemplo

Sejam V=R3,u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w=(9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
que w é combinagao linear de u e v, mas w’ nao é combinagao linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
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9 =a+64 Somando asegs. lelll: 16 =83 = =2
2 =2a+4p Subst. naeq. :9=a+62=a=-3
7 =—a+283 a = =3, f = 2 satisfazem as 3 equagdes.

» w' ndo é combinacao linearde ue v
w=au+p.ve(4,-1,8)=a(1,2,-1)+ 5(6,4,2)

4 =oa+6p Somando as egs. le lll: 12 =83 = 3 = 3/2
-1 =2a+4p Subst. naeq. l:4=a+6.(3/2) = a=-5
8 =-a+2p

2/11



Mariana Silveira - C. Coletti - Algebra Linear - UFABC

Exemplo

Sejam V=R3,u=(1,2,-1),v=(6,4,2), w=(9,2,7) e w = (4,—1,8). Mostre
gue w é combinagéo linear de u e v, mas w’ ndo é combinagdo linear de u e v.
» w é combinagéao linearde ue v
w=au+pve&(927)=a,2,-1)+3(6,4,2)

9 =a+64 Somando asegs. lelll: 16 =83 = 3 =2
2 =2a+4p Subst. naeq. :9=a+62=a=-3
7 =—a+283 a = =3, f = 2 satisfazem as 3 equagdes.

» w' ndo é combinacao linearde ue v
w=au+p.ve(4,-1,8)=a(1,2,-1)+ 5(6,4,2)

4 =oa+6p Somando as egs. le lll: 12 =83 = 3 = 3/2
-1 =2a+4p Subst. naeq. 14 =a+6.(3/2) = a=-5
8 =-a+28 a = =5, = 3/2 néo satisfazem a eq Il.
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,

[Sl={a1.vi+avo+ - +anvy, oyeR,i=1,...,n}
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,

[S]={a1.vi +ap.Vo+---+apVn, o eRi=1,...,n}
Exemplo: V =R3
> 51 ={(1,1,0)}
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,

[Sl={a1.vi+avo+ - +anvy, oyeR,i=1,...,n}
Exemplo: V =R3

> 81 :{(1,1,0)}
[S1] = {a.(1,1,0),a € R}
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,

[Sl={a1.vi+avo+ - +anvy, oyeR,i=1,...,n}
Exemplo: V =R3

> S = {(1,1,0)}
[Si] ={a.(1,1,0),a € R}
={(o,,0),a € R}
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,
[S]={a1.vi +ag.Vo+ -+ anVp, o €Ri=1,...,n}

Exemplo: V =R3
> S ={(1,1,0)}
[81] :{a.(1,1,0),a€R}
={(o,,0),a € R}
= {(X,y,Z) GRS,Z:O, X:y}
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,

[S] = {1y + o Vo +---+anVp, a; €Ri=1,...,n}
Exemplo: V =R3
> S ={(1,1,0)}
[S1] ={a.(1,1,0),a € R}
={(o,,0),a € R}
={(x,y,2) eR3,z=0,x =y}
» S, ={(1,0,0),(0,1,0)}
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,
[S]={a1.vi +as. Vo + -+ anVy, oy eRi=1,...,n}

Exemplo: V =R3
> S ={(1,1,0)}
[S1] ={a.(1,1,0),a € R}
={(o,,0),a € R}
={(x,y,2) eR3,z=0,x =y}
» S, ={(1,0,0),(0,1,0)}
[So] ={a.(1,0,0)+3.(0,1,0),a,8 € R, }
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,
[S]={a1.vi +as. Vo + -+ anVy, oy eRi=1,...,n}
Exemplo: V =R3
> S ={(1,1,0)}
[S1] ={a.(1,1,0),a € R}
={(o,,0),a € R}
={(x,y,2) eR3,z=0,x =y}
» S, ={(1,0,0),(0,1,0)}
[So] ={a.(1,0,0)+3.(0,1,0),a,8 € R, }
= {(,8,0),, 5 € R}
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,
[S]={a1.vi +as. Vo + -+ anVy, oy eRi=1,...,n}
Exemplo: V =R3
> S ={(1,1,0)}
[S1] ={a.(1,1,0),a € R}
={(o,,0),a € R}
={(x,y,2) eR3,z=0,x =y}
» S, ={(1,0,0),(0,1,0)}
[S2] ={«.(1,0,0)+$.(0,1,0),,8 € R, }
= {(,8,0),, 5 € R}
={(x,y,2) e R3,z =0}
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Espaco Gerado

Sejam (V,+,.) um espaco vetorial reale S = {vy, Vo, ..., Vvp} C V. Denotemos
por [S] o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S, ou seja,
[S]={a1.vi +ag.Vo+ -+ anVp, o €Ri=1,...,n}

Exemplo: V =R3
» S;={(1,1,0)} t
[S1] ={a.(1,1,0),a € R}
={(o,®,0),a € R}
= {(va?z) ERS,ZZO, X:y}

» S, ={(1,0,0),(0,1,0)} " >

[So] = {.(1,0,0) + 3.(0,1,0),0, B € R, } (1,0,0) 1IN (1,1,0)
= {(O‘7B>O),OJ,B S R}
={(x,y,2) €eR%,z=0} Sl
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Espaco Gerado

Obs: Mais geralmente, em V = R3. A

» SeucR3—-{0}e Sy = {u}, entdo
[Sy] € a reta que passa por u e pela
origem.

» Se u,v € R® — {0}, um deles ndo é

multiplo escalar do outro e
S> = {u, v}, entéo [S>] é o plano

que passa por u, por v e pela

origem.
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Espaco Gerado

Teorema Sejam (V, +,.) um espaco vetoriale S = {vq, vo,..., v} C V. Entéo [S]
€ um subespaco de V. J
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Espaco Gerado

Teorema Sejam (V, +,.) um espaco vetoriale S = {vq, vo,..., v} C V. Entéo [S]
€ um subespaco de V. J

Prova: u € [S] & 3 aq,ap,...,an € R taisque U= ay.vi + ag.Vo + -+ + an.Vp
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Espaco Gerado

Teorema Sejam (V, +,.) um espaco vetoriale S = {vq, vo,..., v} C V. Entéo [S]
€ um subespaco de V.

Prova: u € [S] & 3 aq,ap,...,an € R taisque U= ay.vi + ag.Vo + -+ + an.Vp

svy. [S] # 0. De fato, basta tomar ay = ap = ... = ap = 0 e temos
0.vi +0.vo +--- +0.v, = 0. Portanto 0 € [S].
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Espaco Gerado

Teorema Sejam (V, +,.) um espaco vetoriale S = {vq, vo,..., v} C V. Entéo [S]
€ um subespaco de V.

Prova: u € [S] & 3 aq,ap,...,an € R taisque U= ay.vi + ag.Vo + -+ + an.Vp

svy. [S] # 0. De fato, basta tomar ay = ap = ... = ap = 0 e temos
0.vi +0.vo +--- +0.v, = 0. Portanto 0 € [S].

svo. [S] é fechado para +.
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Teorema Sejam (V, +,.) um espaco vetoriale S = {vq, vo,..., v} C V. Entéo [S]
€ um subespaco de V.

Prova: u € [S] & 3 aq,ap,...,an € R taisque U= ay.vi + ag.Vo + -+ + an.Vp

svy. [S] # 0. De fato, basta tomar ay = ap = ... = ap = 0 e temos
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Espaco Gerado

Teorema Sejam (V, +,.) um espaco vetoriale S = {vq, vo,..., v} C V. Entéo [S]
€ um subespaco de V.

Prova: u € [S] & 3 aq,ap,...,an € R taisque U= ay.vi + ag.Vo + -+ + an.Vp

svy. [S] # 0. De fato, basta tomar ay = ap = ... = ap = 0 e temos
0.vi +0.vo +--- +0.v, = 0. Portanto 0 € [S].

sv. [S] é fechado para +. Sejam u, v € [S]. Entdo existem
aq,Q2,...,0n, B1,02,...,0n € Rtais que
uUu=aoaq1.Vi +ao.Vo+---+ap.Vp
V=70301vi+ BoVe+ -+ BnVin
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Espaco Gerado

Teorema Sejam (V, +,.) um espago vetoriale S = {vy, vo,..., vy} C V. Entdo [S]
€ um subespaco de V.

Prova: u € [S] & 3 aq,ap,...,an € R taisque U= ay.vi + ag.Vo + -+ + an.Vp

svy. [S] # 0. De fato, basta tomar ay = ap = ... = ap = 0 e temos
0.vi +0.vo +--- +0.v, = 0. Portanto 0 € [S].

sv. [S] é fechado para +. Sejam u, v € [S]. Entdo existem
aq,Q2,...,0n, B1,02,...,0n € Rtais que
uUu=aoaq1.Vi +ao.Vo+---+ap.Vp
V=70301vi+ BoVe+ -+ BnVin
Logo u+ Vv = (a1 + B1).vi + (ag + B2). Vo + - - - + (aen + Bn).Vn € [S].
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Espaco gerado

svs. [S] é fechado para ..
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Espaco gerado

sv3. [S] é fechado para .. Sejam a € R, u € [S].
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Espaco gerado

svs. [S] é fechado para .. Sejam « € R, u € [S]. Entdo existem aq,ap,...,ap € R
tais que

uUu=aoaq1.Vi{ +ao.Vo+---+ ap.Vp
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Espaco gerado

svs. [S] é fechado para .. Sejam « € R, u € [S]. Entdo existem aq,ap,...,ap € R
tais que
uUu=aoaq1.Vi{ +ao.Vo+---+ ap.Vp
Logo a.u = (aarq).v4 + (aap).Vo + - - - + (aap).Vp € [S]. < M3 M1
Portanto [S] é um subespaco de V.
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Espaco gerado

svs. [S] é fechado para .. Sejam « € R, u € [S]. Entdo existem aq,ap,...,ap € R
tais que
uUu=aoaq1.Vi{ +ao.Vo+---+ ap.Vp
Logo a.u = (aarq).v4 + (aap).Vo + - - - + (aap).Vp € [S]. < M3 M1
Portanto [S] é um subespaco de V.

O subespaco [S] de V é chamado subespaco gerado por S. Os elementos de S
sdo chamados geradores de [S]. J
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Espaco gerado

svs. [S] é fechado para .. Sejam « € R, u € [S]. Entdo existem aq,ap,...,ap € R
tais que
uUu=aoaq1.Vi{ +ao.Vo+---+ ap.Vp
Logo a.u = (aarq).v4 + (aap).Vo + - - - + (aap).Vp € [S]. < M3 M1
Portanto [S] é um subespaco de V.

O subespaco [S] de V é chamado subespaco gerado por S. Os elementos de S
sdo chamados geradores de [S]. J

Notacdes: [S], [v1, Vo, ..., Vi, ger(S), ger(vy, Vo, ..., Vn), (S), (Vi, Vo,..., Vy).
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Exemplos

, B B 10 0 1
1.SejamV_M2(R),S_{[O 0]’[1 0]}
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Exemplos

, B B 10 0 1
1.SejamV_M2(]R),S_{[O 0]’[1 0]}
10 0 1
[S]:{a[o O]+ﬁ[1 o],a,/jeR}.
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UFABC

Exemplos

o [[1 0 0 1
1.SejamV_M2(]R),S_{[O O]’[1 0]}
10 0 1
[S]z{a[o O]+B[1 o],a,ﬁeR}.

[3]:{[2 ﬁ],a,/jem}.
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Exemplos

o [[1 0 0 1
1.SejamV_M2(]R),S_{[O O]’[1 0]}
10 0 1
[S]z{a[o O]+B[1 o],a,ﬁeR}.

[3]:{[2 ﬁ],a,/jem}.

2. V=R S={(1,0),(0,1)}.
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UFABC

Exemplos

o [[1 0 0 1
1.SejamV_M2(]R),S_{[O O]’[1 O]}
10 0 1
[S]z{a[o O]+B[1 o],a,ﬁeR}.

[3]:{[2 ﬁ],a,/jem}.

2. V=R S={(1,0),(0,1)}.

Para todo (x, y) € R? temos que (x, y) = x(1,0) + y(0,1) € [S].
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Exemplos

o [[1 0 0 1
1.SejamV_M2(]R),S_{[O O]’[1 O]}
10 0 1
[S]z{a[o O]+B[1 o],a,ﬁeR}.

[3]:{[2 ﬁ],a,/jem}.

2. V=R2 S=1{(1,0),(0,1)}.
Para todo (x, y) € R? temos que (x, y) = x(1,0) + y(0,1) € [S].
Portanto [S] = R?.
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Exemplos

3. V = Py(R)
> 81 = {17X3}
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Exemplos

3. V = Py(R)
> Sy ={1,x°} = [Si] = {a.1 4+ 8x3,0,8 € R}
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Exemplos

3. V= Py(R)

> S = {1,x% = [S] = {a.1 + Bx% 0, 8 € R}
> 21 5x3 ¢ [Sy]
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Exemplos

3. V= Py(R)

> S = {158} = [S1] = {ad + X%, 5 € R}
> 2+5X3€[S1]
> 1+ x%2 4+ x3¢[S]
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3. V= Py(R)

> S = {158} = [S1] = {ad + X%, 5 € R}
> 2+5X3€[S1]
> 1+ x%2 4+ x3¢[S]

> So = {1+ x,x2} = [S] = {a.(1 + x) + X%, , B € R}
[S5] = {a + ax + X%, a, B € R}
> 2+ 2x+x2 €[Sy
> 1 +2x+x2¢[S,]

[So] € [1, x, x?].
> S3= {17X>X27X37X4} = [83] = P4(R)
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Exemplos

3. V= P4(R)

> Sy ={1,x°} = [Si] = {a.1 4+ 8x3,0,8 € R}
> 2+5X3€[S1]
> 1+ x%2 4+ x3¢[S]

> So = {1+ x,x2} = [S] = {a.(1 + x) + X%, , B € R}
[S5] = {a + ax + X%, a, B € R}
> 24 2x +x2 €[S
> 1+2x+x2 ¢ [S)]
[So] € [1, x, x?].
> S3={1,x,x%,x3,x*} = [S3] = P4(R).
Mais geralmente, V = Pn(R) = [1,x,x2,...,x"]
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91. [S] € o menor subespaco de V que contém S. Mais precisamente, se W é
um subespacgo de V tal que S ¢ W, entéo [S] C W.

go. Se S; C S entédo [Sq] C [Sy].
gs- [[S]] = [S]-
9. [S1U 8] = [S1] +[S2].
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Teorema

91. [S] € o menor subespaco de V que contém S. Mais precisamente, se W é
um subespacgo de V tal que S ¢ W, entéo [S] C W.

go. Se S; C S entédo [Sq] C [Sy].
gs- [[S]] = [S]-
9. [S1U 8] = [S1] +[S2].

Prova:

g1. Seja S ={vy,vo,..., vy} C V. Mostremos primeiramente que S C [S]. Para
cada v; € Stemos
Vi=0vi+---+1vi+---+0.vp
Portanto v; € combinagéo linear dos elementos de S, ou seja, v; € [S].
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Seja W um subespaco que contém S = {vq, v», ..., v4}. Queremos mostrar que
W > [S]. Mas como W é subespaco, entédo W é fechado para soma e para a
multiplicagé@o por escalar, logo toda combinagéo linear de elementos de W esta
em W. Em particular toda combinagéo linear de vy, v, ..., v, pertence a W, ou
seja, [S] C W.

go. Se Sy C Sy entdo [Sq] C [S2].
Se Sy C S, C [Sy], seque de g1 que [Sq] C [Sp]. « 91.Sc W, Wsv=[S]c W

gs. [[S]] = [S]. Exercicio.

0a. [81 U 82] = [81] + [82]
(C) Temos que Sy C [S1] C [S1] +[S2] € S2 C [Sp] C [Sy] + [Sz]. Logo
S1U S C [S1] +[S2]. Por gy, [S1 U S] C [Si] + [S2]-
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Espaco Gerado: Propriedades

(2) Seja v € [S1] + [Sz]. Entéo

V=v+ Vo,V €[S], va €[S]
g2 g2

Temos que vq € [S4] é [S1USs) e ws €[Sy] é [S1U Sy
Como [S; U Sy] € subespaco vetorial

V=Vvi+ v €[SUS.

Obs: Para mostrar que [S1] = [Sz], basta mostrar que Sy C [Sp] e So C [Sq] e
aplicar gy.
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