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Conceito importante

Seja V' um espago vetorial sobre os reais e B C V um subconjunto de V' (B podendo ser
infinito). Entdo, B serd uma base do espago vetorial V', se as seguintes condigoes forem

satisfeitas:

1. Todo subconjunto fininto S C B deve ser L. 1., i.e., dado S = {vy,...,v,} C B deve-se
ter

v+ g+ o, =0 <= o=y =---=aqa, =0

2. O conjunto B deve gerar o espago vetorial V:

V=[5 = {Zawi; meN, o GR}.

i=1

[lustraremos, a seguir, alguns exemplos de bases.

Exemplo 1

Consideremos o espago vetorial sobre os reais dos polinomios de grau menor ou igual a 2:
2
Pa(R) = {ag + a17 + asa®; ag, a1,as € R}.
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Mostremos que o subconjunto B = {1 + z,1 — z,1 — 2} forma uma base de Py(R).

Para que B seja uma base de Py(R) devemos mostrar que
1. B é um conjunto L. L;
2. B gera o espago Po(R).
Comecemos mostrando que B ¢ L. 1.
a(1+2) +as(l—2)+a3(1—2%) =0 <= (a1 +ay+a3)+ (0 — )z + (—az)z? =0,
para todo x € R. Da relacao acima concluimos que
ag=0,a1 =ay e a1 = —ay — ag,

ou seja,

063:0,Oé1:()7062:0.

Resta mostrarmos que B gera o espaco P2(R). Note que
p € P2(R) <= p=ag+ a1r + axa?,

para ag, a, as € R fixado. Todavia, sabemos que todo polindmio pertencente a [B] pode ser
escrito como (ag + as + a3) + (a; — )z + (—az)z?, para oy, as, a3 € R. Resta checarmos

se conseguimos achar escalares, tal que
(1 + ag + as) + (a1 — ao)x + (—a3)2? = ag + a17 + ax2”.
Para a igualdade acima ser valida devemos ter
3 = —Q9

) — Q2 =1

a1+ ao — a9 = ay.

Somando a segunda com a terceira igualdade, obtemos a solucao

ag + a9 —26L1 + ag + as
5 € Qg = B .

Q3 = —dg, (0] =

Logo, para qualquer polindmio p, de grau menor igual a dois, podemos encontrar esca-
lares aq, an, a3 tal que p pode ser escrito como combinacao linear dos polinémios de B.

Consequentemente, B é uma base do espaco Ps(R).



Exemplo 2

Mostremos que B = {(1,1),(1,—1)} é uma base do espaco euclideano R?. Primeiramente,

observe que, para todo ponto u = (r,y) € R?, vale

u=(z,y)

= x(1,0) +y(0,1)
z(1,1—=1)+y(0,1)
z(1,-1)+ (z +y)(1,1).

Ou seja,
R* C [B] C R,

e, com isto, concluimos que B gera o espaco R
Resta provarmos que B é L.I.. Dados os escalares aq, as, temos que a igualdade
al(lv 1) + &2(1, _1) = (Oa 0)
se, e somente se, tivermos
a1+ e = 1
] — Qg = —1.
Tal sistema linear admite apenas a solugao trivial como resposta:

al(l, 1) + OZQ(l, —1) = (0,0) > ] = Qg = 0

e, portanto, o conjunto B é um conjunto linearmente independente.

Com isto provamos que B é uma base do espaco vetorial R?.

Exemplo 3

Neste Exemplo ilustraremos como proceder para completar um conjunto S C V', com V um

espago vetorial sobre os reais, tal que tenhamos uma base de V', a partir de S.
Consideremos o espaco R* e o vetor (1,1, —1). Queremos encontrar, por exemplo, um

conjunto B C R? tal que B forme uma base do espaco euclideano, e (1,1,-1) € B.

Sabemos, pela dimensao de R?, que B deve ter a seguinte cara:

B = {(17 17 _1)7 (u17u27u3>7 ('Ul,'U27'U3)}.

Se B for L.1. entdo teremos garantido que B formara uma base de R®. Note que para B ser

L.I. devemos ter a condigao

1 Ui U1
ar | 1 | +a2 [ug| +as [va| = [0 < a1 =ay=az3=0.
-1 us V3



Esta condigao pode ser reescrita como

1 uy vV (03] 0
1 uy w9 as| = |0 < aj=ay=a3=0
0

-1 Uus Vs (6%

o qual, aplicando-se a transposta, fornece

1 1 -1
[041 o) 063] up Uz ug :[0 0 0] — a;=ay=a3=0.
U1 V2 U3
Agora, note que se a matriz
1 1 -1
Up Uy U3
vl Vg U3

for triangularizével (mais explicitamente, se for uma matriz superior triangular), teremos que
a condicao acima sera verdadeira. Portanto, uma forma de encontrarmos B seria determi-
narmos, uy, s, Us, U1, U9, U3, tal que consigamos a matriz acima ja em sua forma escalonada.

Um exemplo simples seria tomarmos

U1:0,U2:1,U3:1, (S U1:0,U2:O,1)3:]..

Exemplo 4

Fixemos o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a trés
P3(R) = {ag + a12 + apx® + asz®; ag, a1, as, a3 € R}
e os subespacos
U={pePs;R); p(0)=p(1) =0} e V={pePsR); p(—1) =0}.
Neste Exemplo encontraremos bases bara os subespagos U, V, U NV, U + V.
(i) Calculemos uma base para o subespago U. Por defini¢ao:
pEU <= p(x) =ag+ a1z + axz® +azr®, e p(0) =p(1) =0.
Da restrigao p(0) = p(1) = 0 obtemos
ap=0 e at+ar+a3=0 —= a3=—ay — a;.
Portanto,
pEU <= p(a) = a1x + ax® + (—ay — a1)2® = ay(x — 2°) + as(z® — 2°).
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(i)

(iv)

Com isto, concluimos que tomando o conjunto
_ 3.2 3
By ={x —z°,2° — 2},

obtemos
U= [BU]a

restando, apenas, provar que By é L.1.. Contudo, esta é a parte mais simples, ja que

p € [By] <= p() = a1z + ae2® + (—ag — )7 <= a; = ay = 0.

Calculemos uma base para o subespago V. Por definicao:

pEV < pa) =ag+ a1z + ayr® +asxr®, e p(—1) = 0.
Da restrigao p(—1) = 0 obtemos que

peEV <= aqy—a;+ay—a3=0 < a3z =ag— a; + as.

Logo, tomando

By = {1+2° 2 — 2°,2° + 2°}
obtemos que By é uma base de V', pois
V =[By]
e By ¢ L. 1.
Encontremos uma base para o subespago U N V. Tal espago sera dado pela condigao:
peUNV < p(x) =ag+ az + ayr® + asz®, e p(0) =p(1) =p(—1) =0,
ou seja, p € U NV quando temos as restrigoes:
ap=0, ar+ay+a3=0 e ag—a; +ay—as3=0.
Destas restri¢coes concluimos que
pelNV << p(x) = a1x — a1,

o qual fornece a base

BUﬂV = {.1' — 1'3}.
Finalmente, estudemos a soma dos espagos U + V. Primeiro, notemos que

By = (Bu \ Burv) U Bynvy e By = (By \ Bunv) U Buav,



com Ll a uniao disjunta. Claramente, temos que
(Bu \ Bunv) U Bury U (By \ Byav)
¢ um conjunto L. 1. e
U+V = [Bu \ Bunv] © Bunv @ [By \ Buav].
Portanto, uma base para U + V' é o conjunto

Buyy = {2? — 2% 0 — 23 1 + 23 2® + 2%}
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