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Algumas Definicoes

Abaixo algumas defini¢oes e resultados que iremos usar:

Definigao 1 (Combinagao Linear). Seja V' um espago vetorial sobre o corpo dos reais e
v1,Va,...,U, € V uma sequéncia de vetores. Dizemos que o vetor u € V é combinacgao

linear de vy, v, ..., v, € V se existirem escalares oy, as, ..., a,, € R tal que

m
i=1

Definicao 2 (Espago Vetorial Gerado por S). Seja V' um espago vetorial e S C V um
subconjunto nao nulo. Entao, denotaremos por [S] como o subespago vetorial de V' cujos

elementos podem ser escritos como uma combinacao linear de elementos do conjunto S:

[S] = {wEV; vy, ... 0, €5, day, ..., € R, tal quew:Zain}.

i=1

Exercicios

A seguir resolveremos alguns exercicios para ilustrarmos alguns tépicos relacionados a Com-

binagoes Lineares.



Exercicio 1
Consideremos o espago vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a dois
PQ = {p(.flj) :a0+a1$+a2xm; m S 2,@0,..-,&7”,1' € R}

e os vetores

a@)=1, @@)=1+r e @r)=1+z+2"

Prove que o polinémio p(z) = 1+ 22 pode ser escrito como combinagao linear dos polinémio

d1,42,4s3-
Resolucgao: Para isto, devemos achar escalares aq, s, a3 tal que, para todo = € R, vale

p(z) = a1q1(x) + aaqa() + azgz(x).
Facamos as contas:

1+2% =al +a(l+2) +as(l 4+ +27)
= (a1 + s + ag) + z(o + a3) + 2°(as).

Esta igualdade pode ser interpretada como o sistema linear:

1 1 1] |y 1
01 1| [az] =10
0 0 1| |a3 1
Este sistema assume como solugao os valores
3 = 1, Qg = —1, o) = 1.

Logo,
p(z) = 1qi(z) — 1ga(x) + Lgs().

Exercicio 2

Neste Exercicio ilustraremos o conceito de subespacos vetoriais gerados por um subconjunto.

(i) Seja P53 o espago vetorial dos polindémios de grau menor ou igual a 3:

P = {p(x) = ap + a1z + asx? + asx®; ag, ay, a2, a3, € R.}

S={1,z,2° 1 +2°}

um subconjunto. Descreva o espago gerado por S;



(ii) Agora consideremos o espago das matrizes quadradas:

a1 a2
M,y = ; 11,012,021,022 € R p .
Q21 Q22

oo L)

expresse o subespaco gerado por S.

e o subconjunto

Resolugao: Para o item (i), de antemao sabemos que
p€[9] <= p(@) = ap+ a1z + axz® + az(1 + 2°),Vr € R.

Logo,

p€[9] <= p(x) = (ap + a3z) + ux + ax® + aza®,

o qual nos garante que [S] é o subespago vetorial dos polindémios
[S] = {p(x) = ap + a17 + apx® + (1 — a3)x®; ag, a1, a9, a3, € R-}
Finalmente, para o item (ii), temos a relacao
0 1 0 0 0 «
Mel[S] < «a + 3 =
0 0 -1 0 -6 0

Em outras palavras:

Exercicio 3

Considere o espaco vetorial P; dos polindmios reais de grau menor ou igual a trés e o
subespagco
W ={pePs p(x) =0,Vzr € R}.

Encontre, caso possivel, um subconjunto finito S C W tal que
[S] =W.
Resolugao: Inicialmente, devemos escrever a cara dos elementos de Pj:
p(x) = ap + a1z + axx® + aza®.
Agora, adicionando a restricao de que

peW < pePsep(z)=0,VreR

3



obtemos que

p(r) =0,V € R <= a; + 2a57 + 3a32”> = 0,V € R.

Ou seja, da equagao acima obtemos que
P(r)=0,VreER <= ay€R ea; =ay =a3=0.

Portanto, W = [S], com
S = {p(z) = ap; ap € R}.
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