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Definicao de Dependéncia Linear e Independéncia Linear

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo dos reais e vy, vs, ..., v, uma sequéncia de vetores
no espago V. Entao, dizemos que a sequéncia de vetores vy, vy, ..., v, em V & linearmente
independente, ou simplesmente L.I., se, dados os escalares aq,as,...,a,, tivermos que a

seguinte condigao é satisfeita:
a1 +agvs + -4+ o, =0 < o =ay=---=q, =0.

Em outras palavras, vy, vs,...,v, é uma sequéncia L.I. de vetores em v se, e somente se,

nenhum dos vetores pode ser escrito como combinacao linear dos demais.

De maneira analoga, dizemos que uma sequéncia vy, vs, ..., v, de vetores em V é line-
armente dependente, ou simplesmente L. D., se, e somente se, a sequéncia vy, v, ..., vV, Na0
for L.I.. Ou seja, os vetores vy, vy, ..., v, sao L. D. se existirem escalares aq, as, ..., a, tal

que

a1 + auy + - Fapu, =0 <= Jie {1,2,...,n} tal que a; # 0

[lustremos agora casos de dependéncia e independéncia linear.



Exemplo 1

Dado o espacgo das matrizes quadradas

a1,1 A12
My(R) = { [ ] ; G11,012,021,022 € R} .

Q21 A22

1ol [1 1] o1
o 1/ (o 1| 1o o’
sao L. D. em M,(R).

Para isto devemos checar para quais valores dos escalares aq, as, a3 € R temos a igual-

10 0 1 0 0
aq =
0 1 0 0 0 0
satisfeita. Manipulando a igualdade acima, obtemos
0 0 10 11 0 1
= + (0%)] + (0%
0 0 0 1 0 1 0 0
(0, 0 0
_ 1 I Qo Q2 X a3
i 0 o 0 o 0 0

Mostremos que

11
0 1

+ oo + o3

a1+ o Qo+ Qg

0 a1 + Qo

Com isto, a igualdade acima pode ser reescrita como o sistema linear

110 0
011 Qo | — 0
1 1 0f |as 0

Agora precisamos resolver este sistema linear. Vamos resolvé-lo por escalonamento:

1100 1100
01 1'0 | &2t 1 100
11010 00 010
Do escalonamento obtemos:
Qg = —Qs3
a1 = O3

Desta forma, concluimos que a igualdade
0 0 10 11
= 041
0 0 0 1 0

+ Qo




admite infinitas solugoes e, portanto, os vetores

o b o o)

sao L. D. em M,(R).

Exemplo 2

Agora, fixemos o espaco das fungoes com primeira derivada continua
C'(R) = {f :R — R; f é diferencidvel e f’ é continua }
e mostremos que as fungoes trigonométricas
f(z) =sin(z), g(z) = cos(x)

sao L.1. em C'(R).
Novamente, devemos estudar as condi¢oes para que, dados escalares aq, as, tenhamos a
igualdade

Q1 sin +ap cos = 0.

Note que a igualdade acima equivale a condigao
ay sin(t) + ag cos(t) = 0,Vt € R.

Tentemos transformar a igualdade acima em um sistema linear de duas equagoes e duas

incognitas. Para isso, consideremos t =0 e t = 7/2:

t=0 = aysin(0) + aycos(0) = 0,
t=7/2 = aysin(7/2) + aycos(m/2) = 0.

Logo,

t=0 => 0+ay=0,
t=7/2 = a;+0=0.

Com isto obtemos que
a1 Sindagcos =0 <= a3 =ay =0

e, portanto, as fungoes sin, cos sdo L. 1. no espaco C}(R).



Exemplo 3

Consideremos, novamente, o espago
C'(R) = {f : R — R; f é diferenciavel e f’ é continua },
e mostremos que as fungoes
f(z) = cos(2x), g(x) = cos*(x), e h(x) = sin*(x)

sao L.D. em C}(R).
Dados os escalares aq, s, i3, para que as fungdes acima sejam L.D., devemos ter ao

menos uma solugao nao trivial para a igualdade abaixo
ay cos(2z) + ay cos?(z) + azsin®(x) =0

Comecemos relembrando algumas identidades cléassicas, validas para fungoes trigonométri-
cas:

sin?(r) 4+ cos®(z) =1 e cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

Destas identidades utilizaremos as igualdades:
sin®(z) = 1 — cos®(x) e cos(2x) = 2cos*(x) — 1.
Sendo assim, podemos reescrever
ay cos(27) + ag cos®(z) + agsin®(z) = 0
como a igualdade
a1(2cos*(x) — 1) + ay cos?(x) + as(1 — cos®(x)) =0

e, portanto,

(a3 — o) + (201 + g — a3) cos?(z) = 0,V € R.

Note, desta igualdade, que para
=03 € g =—03
temos, para todo x € R, que
(a3 — 1) + (201 + g — a3) cos®(x) = 0+ 0 cos*(z).
Consequentemente, a equacao
(a3 — 1) + (201 + g — a3) cos®(z) =0

nao admite solugao trivial, garantindo, assim, que as fungoes f, g, h em C!(R) sejam vetores
L.D..
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