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Subespacos Vetoriais

Iniciemos apresentando a definigao de Subespagos Vetoriais:

Definicao 1. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo dos reais |I| e U C V um subconjunto
de V nao nulo. Entao, chamaremos U de subespacgo vetorial de V' se as trés condigoes forem

satisfeitas:

(P1) O elemento neutro 0 € V' deve pertencer, também, ao subconjunto U’
(P2) Para todos vetores u,v € U devemos ter u+ v € U;

(P3) Para todo escalar « e para todo vetor u € U devemos ter au € U.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de subespagos vetoriais, checando sempre estas

trés propriedades.

!Quando dizemos que V é um espaco vetorial estaremos sempre nos referindo a terna (V,+,-), onde +
é o operador de soma de vetores e - a multiplicacdo de vetores por escalar. Usualmente nos referimos a
espacos vetoriais por apenas o conjunto que forma a terna, por simplicidade mesmo. Também, dado um
escalar a € R e um vetor v € V, escreveremos sempre a multiplicagao por escalar como av ao invés de
a - v. Observe que isto s@o convengdes para tornar a leitura mais fluida, mas caso prefira deixar as coisas

explicitas, sinta-se a vontade =D



Exemplo 1

Seja P,, o espaco vetorial dos polinomios de grau menor ou igual a n,

P,={plx)=ap+ax+- -+ anz™; m<n e ap,a,...,an, xR},

m

munido das operagoes usuais dos polinémios, isto ¢, para todo polinomio p(z) = Y " a;z

e q(x) =Y " bix’, com m < n, e para todo escalar o € R, a soma de polindomios ¢ dada

por
m

(p+aq)(z) = Z(ai + )z’

=0

e a multiplicagao por escalar é dada por

(ap)(x) = Z aa;x’.
=0
Mostremos que o subconjunto
P, ={p € Pn; p(0) =0} C P,

munido das operacgoes de P, é um subespaco vetorial de P,. Para isto, devemos checar as

trés propriedades expostas na Definicao [I}

(P1) Esta propriedade ¢ imediata. Basta olharmos para o polindmio constante e nulo 0(x) =
0. Obviamente este polinémio quando calculado na origem também é zero e, portanto,

pertence ao subconjunto P;;

(P2) Dados dois polinémios quaisquer e de grau maximo igual a m < n, p,q € Pr. Preci-

samos provar que (p + ¢)(0) = 0. Todavia, decorre que, por defini¢do, temos

portanto
(p+q)(0) = p(0) +¢(0) = 0,

nos garantindo que p + q € P;
(P3) Finalmente, dado um escalar « € R e p € P’ um polinémio, entao
(ap)(0) = ap(0) = 0.
Consequentemente, ap € P

Logo, temos que P’ ¢ um subespago vetorial dos polinémios de grau menor ou igual a n.



Exemplo 2
Seja R? o espaco vetorial euclideano
R® = {(2,9,2); z,y,2 € R}.
Mostremos que o subconjunto
S ={(x,y,2) €R* x+y+2z=0},

munido das operagoes do proprio espaco euclideano de dimensao 3 é um um subespago
vetorial de R?.

Chequemos os trés itens da Definicao

(P1) O elemento neutro 0 = (0,0, 0) satisfaz a condi¢ao 0+0+0 = 0. Logo, também temos
0eS,;

(P2) Para todo vetor u = (x1,y1,21),v = (%2, Y2, 22) € S, temos que

u+v= (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)

(1 +22) + (Y1 +92) + (21 + 22) = (w1 +y1 + 21) + (22 + Y2 + 22)
=0+0.

Ou seja, temos garantido que u +v € 5

(P3) Agora devemos checar se ao multiplicarmos um vetor v = (vy,vs,v3) € V, por um

escalar a € R qualquer, temos, ainda, que av € V. Para isso, sabemos que
av = (awy, avy, avs)

logo

avy + avy + avy = a(vy; + vy + v3) = a0 = 0.
Com isto concluimos o desejado.
Como S satisfaz as trés propriedades da Definicao [1] entao S é um subespacgo vetorial de

R3.

Exemplo 3

Consideremos o espago das fungdes continuas
C(R)={f:R—=R; fécontinua }

3



e mostremos que o subconjunto

0 a
~{reems jin_ [ s ar =t [ ar
é, de fato, um subsepaco vetorial.
Primeiramente, sabemos que a func¢ao
0:R—R
0

é continua e

0
/ 0(z) dz = 0,Va < 0,

tal qual
/ 0(z) dz = 0,Va > 0.
0
Portanto,
0 a
lim 0(z) dz = — lim 0(z) dz
a——oo J. a—oo [

e 0 € S. Com isso temos que o elemento neutro pertence, como desejavamos, ao subconjunto
S

Agora, sejam as fungbes f,g € C(R). Mostremos que f + g € C(R). Sabemos, ja do
Calculo 1 que f + g é uma fungao continua. Basta checarmos a condigao dos limites das

integrais de Riemann. Lembremos que

Jrawan= [ @ [ g i

lim a(f + ¢g)(z) dz = lim /a f(x) dz + lim /ag(x) dz
a—r o0 0 a—0o0 0

a— 00 0

Portanto

0 0
=— lim f(z) dz — lim g(x) dx

a——00 a a——0o0 a

=— lim [ (f+g)(z)dz.

a——00 a
Com isto temos que f + g também pertence ao subconjunto S.

Finalmente, a utilma propriedade que nos resta provar: para todo f € S e para todo
escalar a € R, vale af € S. Sabemos, por f pertencer ao conjunto S, que f é uma
funcao continua e, portanto, af também é continua. S6 precisamos provar que af satisfaz
a restricao para pertencer a S. De fato

lim a(af)( dx:hma/f

a— 00 0 a—o0

= —a lim f() x

a——00 a



Com isto obtemos o desejado:

lim [ (af)(z)dr=— lim f(z) dz.

a— 00 0 a——00

Logo, af € S e S é um subespago vetorial do espago das fungdes continuas na reta real.
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