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1 Medidas de Probabilidade

1.1 DEerINICAO (PROBABILIDADE FINITAMENTE ADITIVA) Se % é uma dlgebra
em Q, entdo P : ¥y — [0,1] é dita uma probabilidade finitamente aditiva
ou atribuicdo de probabilidade em ¥y se

1 PlQ] =1
2 P|A U B| = P|A]| + P|B] para todos os conjuntos A, B € %y disjuntos.




2 1 Medidas de Probabilidade

Podemos na defini¢do anterior trocar a hipétese de aditividade finita
por aditividade enumeravel. Podemos fazer isso para eventos numa
algebra ou numa o-algebra.

1.2 DeriNiCcAO (PRE-MEDIDA DE PROBABILIDADE) Se Fg € uma dlgebra em Q),
entido P : Fg — |0,1] é dita uma pré-medida de probabilidade em Fy se
1 P(Q) =1
2 P(U Ak) = 2wy P(Ax) para todos conjuntos disjuntos A1, Ay, ... €
Fo tais que |, Ak € Fo.

1.3 DeriNigAo Uma medida em (Q), ) é uma aplicagio u : F — [0, +o0]
que satisfaz:

1 u(@) =0




2 para toda sequéncia de eventos disjuntos A1, Az, ... € F, temos que

H OAn :iH(An)~
n=1 n=1

Essa propriedade é denominada de o — aditividade.

Se nas Defini¢des 1.1 e 1.2 removermos a hipétese P(€Q2) = 1 temos

uma medida finitamente aditiva e uma pré-medida respectivamente.

1.4 DeriNicAo Se P é uma medida em (Q, F) tal que P(Q)) = 1, entdo P é
denominada de medida de probabilidade.

Nesse caso a tripla (Q, F, 1) é denominada de espago de probabilidade.
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1.5 DeriNigcAo (MEpIDAS FINITAS E 0-FINITAS) Dado (Q, F 1) um espago de
medida.

a |Se u(Q)) < oo entdo u é dita medida finita;

b Se w(€)) = oo entdo u é dita medida infinita;

¢ |Seexistem conjuntosem F A1,Az, ... taisque Q = | . Axe (Ag) < oo

entdo u é dita medida o-finita

Note que toda medida de probabilidade é o-finita.

1.6 ExempLo (Espacos DE PROBABILIDADE DiscreTos) Seja Q) um conjunto
enumerdvel, isto é, finito ou infinito enumerdvel. Seja F o conjunto de
todos os subconjuntos de () e seja uma funcio p : QO — [0,1] satisfazendo



Y wea P(w) = 1. Definimos entio

P(A) = Z p(w) com p(w) >0e Z p(w)=1
wEeA wel)

Esta ¢ a medida de probabilidade mais geral que podemos construir neste

espacgo.

1
Quando Q) é um conjunto finito, e p(w) = @ onde |Q| denota o niimero

de pontos em (), temos o que se denomina espago de probabilidade finito

equiprovdvel. <

1.7 Exemrro Seja Q =N U {0} edado A > 0 e definidap : O — [0,1] por

Ak
_ A
p(k) =€ F
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Como

k
Zp(k) = e‘A A =e et =1,

a medida

P(A) = > p(k),

keA
é uma medida de de probabilidade em (€Q,P(Q))). <



1.8 ExemprLo (LANCAMENTO DE MOEDAS) Vamos considerar o experimento de
langar n moedas. Representando coroa por 0 e cara por 1, podemos definir o

espago amostral por
Q={0,1}' ={w =(a1,az,...,a,) :a,€{0,1},k=1,...,n}.

Dado w = (ai,a2,...,a,) € Q, defina N(w) = a1 + -+ + a, (N(w)
representa o total de 1" s em w)

Fixe agora q € (0, 1) e defina
p(w) = g¥ (1 - g,

Fica como exercicio mostrar que

D p@)=1,

we)
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e portanto pode ser usada para definir um espago de probabilidade. <

1.9 ProrosiCAO (PROPRIEDADES DA PROBABILIDADE)

1 P(A°) =1-P(A).

2 A C B implica P(A) < P(B). (monotonicidade)

3 Dados eventos A e B entio P(A U B) < P(A) + P(B) (sub-aditividade)
4 P(Usq An) < X0 P(A,) (0-sub-aditividade)

5 PJAU B| =P|A] + P[B] — P|A N B]; (Inclusdo-exclusdo)

6 P(AAB) > max{P(A - B),P(B—A)}




Demonstracao.

1 Q) = AU A® Logo, P(QQ) = P(A) + P(A®). Agora basta utilizar que
P(QQ) = 1.
2 Use a decomposicio B= AU (B \ A).

3 Note que AUB pode ser escrito como AU(B\A). Logo, pela monotonicidade
da probabilidade, temos que P(AU B) = P(A)+P(B\ A) < P(A) + P(B).

4 Exercicio

5 \[Exercicio O
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1.1 Continuidade das Medidas de
Probabilidade

1.10 TeorREMA (CONTINUIDADE DA PROBABILIDADE) Dado uma sequéncia de

eventos A1, Ao, ... € F . Entio
1 .Se A, T A, entdo P(A,) T P(A) quando n — oo.
2 Se A, | A, entdo P(A,) | P(A) quando n — oo.
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Demonstracdo. Provaremos apenas a primeira propriedade.

Dado uma sequéncia de eventos A1, A, . . . . Vamos comegar transformando
a unido em unido disjunta. Para isso definiremos uma sequéncia auxiliar de
eventos: defina By = A1 e para k > 2, defina By = Ay \ Ax-1.

Como A1 C Ay C --- entdo os conjuntos B,, sdo disjuntos e Ui:l B, =
Ui:l Ap=Ajparal <j < oo. Logo

A:UBk
k

E assim P(A,) = P(U;_, Bx), e como os conjuntos By sdo disjuntos temos
que P(\J;_; Bx) = 21— P(Bx), por aditividade. Todas as somas parciais sio
limitadas superiormente por 1. Além disso, a sequéncia de somas parciais é
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nao decrescente. Portanto, converge. Assim

5
k=1

— P(A).

i P(By) =P
k=1
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1.11 TeoreMA Dado A1, Az, ... uma sequéncia de eventos. Entdo

1

P(liminf A,) < liminf P(A,) < limsup P(A,) < P(limsup A,).

2

Se A, — A entio P(A;) — P(A) quando n — oo.

Demonstracao. Exercicio.

Dica do 1. Observe as inclusoes

liminf A, 1 () Aw € Ay € | ] Ay | limsup A,

m=n m=n

13



14 1 Medidas de Probabilidade

1.12 TeoreEMA (CARACTERIZACOES DA 0-ADITIVIDADE) Dado P : fy — [0,1]
uma probabilidade finitamente aditiva numa dlgebra Fy. Entio as sequintes
afirmagoes sdo equivalentes

1 P é uma pré-medida de probabilidade;

2 P é continua por baixo. Isto é dados A1, Ay, ... € Foe A, T A € Fyentio
P(Ayn) T P(A);

3 P é continua por cima. Isto é dados A1, Az, ... € Foe A, | A € Fyentio
P(An) ~L P(A)}

4 Continua por cima em @. Isto é dados A1, A, ... € Foe A, | @ entio

P(An) | 0.
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Demonstracao. Ja provamos que 1. = 2. e é imediato que 3. = 4.

(4. = 3.) Suponha que P é continua por cimaem @ eque A1, Az, ... € F
eA, | Ae€F.

A lA—= A, -A| D
— P[A,| - P|A] =P|A, — A] | 0, pelo item 4.
= P[A,] | P[A]

(2. & 3.) Para provar esse fato basta observar que A, T A &= AS | A°
e que P|A] =1 - P|A®].

(2. = 1.) Basta provar a o-aditividade. Suponha que Ay, Ay, ... sdo
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conjuntos disjuntos em Fy tais que | J;., Ax € Fo. Entdo

()] =l (o g [
k=1 k=1 k=1

Na ultima igqualdade usamos o item 2. O
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1.13 TEorREMA (UNICIDADE DAS MEDIDAS DE PROBABILIDADE) Dado P uma
familia de subconjuntos de Q). Se P e Q sdo duas medidas de probabilidade
em (Q, o(P)) tais que

1 P e Q concordam em P;

2 P é um T-sistema,

entdo P e Q concordam em o(P).
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Demonstracdo. Para demonstrar esse fato usaremos o Teorema 1t — A de
Dynkin.

Definiremos os bons conjuntos como:

G ={AcQ:Q|A] =P[A]}.

O Teorema 1 — A de Dynkin afirma que o{(P) = A(P) quando P é um
ni-sistema. Logo para demonstrar que o(P) = A(P) C G basta demonstrar
que G é um A-sistema e utilizar o Principio dos Bons Conjuntos.

o Qeg.
Isto é imediato pois Q|Q] =1e P|Q] =1,
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n AeG=—A€e@G

A e G = Q|A]| =P[A]
— 1 - Q[A°] =1 - P[A"]
— Q[A®] = P[A"]
— A e G.

o Dado uma familia de conjuntos disjuntos A1, Az, - € G = ;- Ak €
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A, .. € G = QA = PA], Vk

disjuntos
o0
QA = ) PlA
k=

Mg

k=1 1

=Q [Uk 1Ak] = [UkzlAk]
— UAk S Q

k=1

Observe que esta uiltima afirmagdo ndo poderia ser provada se 0s conjuntos
Ay ndo fossem disjuntos. Isso ilustra a necessidade do Teorema 1 — A de
Dynkin. m
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1.14 DeriNiCAO (MEDIDA NULA E U-NEGLIGENCIAVEL) Dado (Q,F, u) um es-
pago de medida. Entdo

a Um conjunto A € ¥ é dito de medida nula se p1(A) = 0.

b Um conjunto A € P(Q) é dito u-negligencidvel se existe um conjunto
u-nulo B € F tal que A C B.

1.15 DerinicAo (Espacos CompLeTOs) Um espaco de medida (3, F, 1) é dito
completo se todos os conjuntos p-negligencidveis pertencem a F .

Todo espago de medida pode ser completado.
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1.16 TeoreMA (O comPLETAMENTO (2, 7},[1)) Sejam (Q,F , u) um espago de

medida e N, ser a familia dos conjuntos pi-negligenciaveis.

Entao

a

F = o(F, Ny ={FUN:Fe F,N e N,};

b

A fungdo [i em F definida por WFUN)=u(F)paraF € F eN € N, é

a tinica extensdo de u para uma medida em (Q, F);

C

O espago de medida (Q, F, i) é completo.

A tripla (Q, F, i) é denominada completamento de (Q, 7, u).
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1.2 Teorema de Extensao de Carathéodory

O Teorema de Extensdo de Carathéodory afirma que qualquer medida
na algebra ¥y de subconjuntos de um dado conjunto Q pode ser esten-
dida a o-4lgebra gerada por ¥y, e essa extensdo € tinica se a medida
for o-finita. Consequentemente, qualquer medida em um espago con-
tendo todos os intervalos de ntimeros reais pode ser estendida para a
algebra Borel do conjunto de ntimeros reais. Este é um resultado ex-
tremamente poderoso da Teoria de Medida e através dele provaremos,

por exemplo, a existéncia da medida de Lebesgue.

Vamos apresentar uma técnica para a construcao de medidas. Fa-

remos a descricdo para medidas de probabilidade mas a construcao
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funciona para medidas finitas. E com um pouco mais de cuidado para
medidas o-finitas.

Na sessdo seguinte estudaremos como determinar, e de certa forma
construir, medidas em espacos gerais. Nos preocuparemos em especial
com medidas de probabilidade, mas os argumentos para medidas
quaisquer sdo similares, com alguns pequenos ajustes para incluir

com cuidado os conjuntos de medida infinita.
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1.2.1 Medidas Exteriores

A ideia fundamental dessa secdo é estender uma funcao de conjuntos

P, que foi apenas parcialmente definida, para uma medida exterior P*.

A extensdo é notavelmente simples e intuitiva. Ele também "funci-
ona'com praticamente qualquer funcao ndo negativa P. S6 mais tarde

precisamos impor condi¢des mais fortes em P, como a aditividade.
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1.17 DeriNigcAo (MEeDIDA ExTERIOR INDUZIDA) Considere A uma familia qual-
quer de subconjuntos de um espaco Q, e P: A — |0, oo| ser uma fungio de
conjunto ndo-negativa. Suponha @ € A e P(v) = 0.

A medida exterior induzida por P é a fungio:

P*(E) = inf{Z P(A,) | A1, Ay, ... € A cobrem E} ,

n=1

definido para todos os conjuntos E C Q).

Primeiramente mostraremos que P* satisfaz as seguintes proprieda-

des basicas, que transformamos em uma defini¢do por conveniéncia.
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1.18 DeriNi¢cAo (MEDIDA ExTERIOR) Uma funcio Q: P(Q) — [0, 00] é uma

medida exterior se:

1 Q(v) =0.

2 Monotonicidade Q(E) < Q(F) quando E C F C Q.

3 Subaditividade enumerdvel SeE1, E;, ... C Q,entdoQ(J, E,) < X, Q(E,).
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1.19 TeEOREMA (PROPRIEDADES DA MEDIDA EXTERIOR INDUZIDA) A medida ex-
terior induzida P* é uma medida exterior satisfazendo P*(A) < P(A) para
todo A € A.
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Demonstracdo. As propriedades 1. e 2. para uma medida exterior sdo
obviamente satisfeitas por P*. E o fato que P*(A) < P(A) para A € A
também é obvio, bastando observar que A é uma cobertura de A.

A propriedade 3. é demonstrada por arqumentos de aproximagdo. Seja
¢ > 0. Para cada E,,, pela definigdo de P, existem conjuntos {Ay m}m S A
cobrindo E,,, com

ZP(AVI m) <P (En) + Py

Todos o0s conjuntos Ay, », juntos cobrem | J,, E,,, entdo temos

P((JE) < D P(Anm) = D D P(Aum) < D P(Es) +e.

Como & > 0 é arbitririo, temos P*(|J,, E,,) < X, P*(E;). O
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Nosso primeiro objetivo é procurar casos para os quais Q = P°
seja o-aditiva, de modo que se torne uma medida. Suspeitamos que
possamos ter que restringir o dominio de Q, e ainda assim este dominio

deve ser suficientemente grande e ainda ser uma o-algebra.

Felizmente, hda uma caracterizacao abstrata do "melhor"dominio

para Q, devido a Constantin Carathéodory:

1.20 DEeriNicAO (COoNJUNTOS MENSURAVEIS PARA A MEDIDA EXTERIOR) Seja
Q: P(Q) — [0, o] uma medida exterior. Entdo

M={BeP(Q)|QBNE)+Q(B°NE)=Q(E) paratodoE C Q}

é a familia de conjuntos mensurdveis para a medida exterior Q.
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Aplicando a subaditividade de Q, a segquinte definicdo é equivalente:
M={BeP(Q)|QBNE)+Q(B°NE)<Q(E) paratodoE C Q} .

1.21 Heuristica ([1]) Suponha que Q* seja uma medida externa finita em ()

Podemos definir uma “medida interna” Q. em C) por
Q.(A) = Q(Q) - Q'(A%)

Se a medida externa Q°, for induzida a partir de uma medida o-aditiva
definida em alguma dlgebra de conjuntos de ), entdo um subconjunto de
Q) sera mensurdvel no sentido de Carathéodory se e somente se sua medida
externa e medida interna concordarem, veja o Exercicio 1.2.

A partir deste ponto de vista, a construgio da medida (bem como da o-
algebra de conjuntos mensurdveis) é apenas uma generalizacdo da construgio
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natural da integral de Riemann em R - vocé tenta aproximar a drea de um
conjunto limitado E usando retdngulos finitos e o conjunto é "mensurdvel no
sentido de Riemann”se a melhor aproximacdo externa de sua drea concorda

com a melhor aproximagdo interna de sua drea.

O ponto fundamental aqui é que o conceito de drea interna é redundante e
poderia ser definido em termos da drea externa, como feito acima. Se a fungao
é limitada, considere um retdngulo contendo o conjunto abaixo dessa fungao e
defina a medida interna como a medida externa do complemento do conjunto
em relagdo a este retdngulo.
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Claro, a construgdo de Carathéodory ndo exige que Q seja finita, mas o
argumento acima ainda nos fornece uma intuicdo decente para o caso geral

O denominacgdo "conjunto mensurédvel'é justificada pelo seguinte

resultado sobre M

1.22 Teorema A familia M é uma o-dlgebra.
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Demonstracio. E imediato a partir da definicio que M é fechado em relagio
ao complementar, e que @ € M. Primeiro demostramos que M é fechado sob
intersecoes finitas e, portanto, sob unido finita. Considere A, B € M entdo:

Q((ANB)NE)+Q((ANB)NE) (1.1)
=QANBNE)+Q((A'NBNE)U(ANB NE)U(A°N B 'NE))
(1.2)
<QANBNE)+QA°NBNE)+Q(ANB‘NE)+Q(A*NB*NE)
(1.3)
=Q(BNE)+Q(B°NE), peladefiniciode A € M (1.4)
= Q(E), pela definigido de B € M. (1.5)

Portanto, AN B € M.

Agora temos que demostrar que se B1, By, ... € M, entdo | J,, B, € M.
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Podemos assumir que os conjuntos By, sdo disjuntos, caso contrdario, considere
A—
emvez B), = B, \ (B1U---U Bj_1).

Para conveniéncia de notagio, seja:

DN:LNJBneM, DNTDOO:OB”.
n=1 n=1

Precisamos também do seguinte fato

N N
Q(UBnﬂE) :ZQ(BnﬂE), paratodo EC QeN =1,2,....
n=1 n=1

que pode ser demonstrado por indugio direta. O caso inicial N =1 ¢ trivial.
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Para N > 1,

Q(DNyNE) = Q(DN_1 N (Dny N E)) + Q(ch\l—l N (Dy N E)) (1.6)
= Q(Dn-1NE)+Q(ByNE) (1.7)

N
= Z Q(B, NE), por hipétese de inducdo. (1.8)
n=1
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Assim
Q(E) = Q(Dy NE) + Q(Dy, NE) (1.9)

N

= > Q(B,NE)+Q(Dy NE) (1.10)
n;l

> Z Q(B,NE)+Q(Di,, NE), pormonotonicidade.  (1.11)
n=1

Tomando N — oo, obtemos
Q(E) > » Q(B,NE)+Q(Di, NE) > Q(De N E) + Q(D5, NE)
n=1

Mas isso implica Do = | J._; By, € M. [

n=1
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1.23 TeEoOREMA (ADITIVIDADE ENUMERAVEL DA MEDIDA EXTERIOR) Dado uma

medida exterior Q, entdo Q ¢é o-aditiva em M. Isso é, se B1,B>,... € M
forem disjuntos, entdo Q(J,, Bn) = 2, Q(B,).

Demonstra¢ao. O caso finito Q(Ufj:l B,) = ZnNzl Q(By,) ja foi provado,
bastando substituir E = () na equagdo.

Por monotonicidade, ij:l Q(B,) < Q(U, -1 Bn). Fazendo N — oo temos
2in=1 Q(Br) < Q(U, 2 Bn).

A desigualdade na outra diregdo estd implicita na subaditividade. O

Resumimos o que obtivemos até agora

1.24 CoroLrARrIO (TeEoREMA DE CARATHEODORY) Se Q for umamedida exterior
(1.18), entdo a restrigio de Q para os conjuntos mensurdaveis M (1.20) produz
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uma medida em M.

1.2.2 Definindo uma Medida por Extensao

TeorReEMA (TEOREMA DE ExTENSAO DE CARATHEODORY) Dada uma pré-
medida de probabilidade Py na algebra Fo entdo esta possui uma tinica extensao
para a medida de probabilidade P em o(%p) =: F .

Demonstracao. A unicidade seque diretamente do Teorema 1.13 pois Fo é
um m-sistema.

Para provar a existéncia da extensdo considere A € Fo. Para qualquer
E € Qe ¢ > 0, por definigio de P* podemos encontrar By, By,... € %o
cobrindo E tal que ), P(B,) < P*(E) + ¢. Usando as propriedades das
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medidas exteriores induzidas temos
P(ANE)+P(ANE) < P*(A N U B ) ; P*(AC N U ) (1.12)
< ZP (A ﬂBn) +ZP (A mBn) (1.13)
< Z P(AN B,) + Z P(A°N B,) (1.14)

= Z P(B,), daaditividade finita de P, (1.15)

<PE)+e¢. (1.16)

Tomando ¢ | 0, temos que A é mensurdvel para P*.

Agora mostraremos que P*(A) = P(A). Considere qualquer cobertura de A
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por By, By, ... € Fo. Pela subaditividade enumerdvel e monotonicidade de P,

P(A) = P(UA N Bn) < D'P(ANBY) < Y P(By).

Tomando o infimo sobre todas as coberturas temos que P(A) < P*(A). A
outra desigualdade P(A) > P*(A) é automatica. O

1.3 Classes Compactas

Agora, damos condicdes suficientes para que uma medida finitamente
aditiva finita seja uma pré-medida e consequentemente uma medida.
As condig¢oes sao baseadas em uma propriedade relacionada a propri-

edade topologica de compacidade.
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1.26 DEeriNicAO (Crasse ComPAcTA) Dizemos que K é uma classe compacta
se para toda sequéncia C, C K tal que (,_, Cn, = @ tivermos que existe
m € NtalqueCiN---NCy = D.

1.27 Exempro A familia de conjuntos compactos num espago métrico é uma classe
compacta.

Provaremos esse fato por contradi¢do. Suponha que nenhuma intersecgio

n
finita seja vazia. Defina o conjunto B,, = () Cy,. Entdo cada B,, nio é vazio
m=1
e compacto. Escolha uma sequéncia x1,x2, ..., tal que x; € By. Observe

que esta sequéncia tem uma subsequéncia convergente porque estd dentro do
conjunto compacto C1. Podemos mostrar que o limite dessa sequéncia estd
contido em cada C,,, porque a cauda da sequéncia esta contida em C, e Cy,
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o0

é fechado. Isso é uma contradicio porque provamos que (| C, contém um
n=1

ponto.

O mesmo resultado é verdadeiro para um espago topoldgico de Hausdorff.
Para demonstrar isso considere uma sequéncia de conjuntos C, C K. Se
M,-1Cn = @, entio

COZCO\@:CO\ﬂCn:U(CO\Cn)
n=1 n=1

Mas Co\ C, é aberto para todo C,,, entio pela compacidade de Cy temos
que existem um {aq,...,ay} tais que

m

Co = L¢J(Ck)\(:aﬂ ::Ck)\rﬂﬁ(:ai:::’(ﬁw(jai::@-
i=1 i=1

i=1



1.28

44 1 Medidas de Probabilidade

Exercicio: Se K é uma classe compacta, entdo, a menor familia, in-
cluindo K e fechada sob unides finitas e interseccdes enumeraveis
também uma classe compacta. m

TeoreMA (TEoOREMA DE ExTENsAo ComracTAa) Sejam u uma medida fi-
nitamente aditiva definida numa dlgebra Fo de subconjuntos de Q) e K uma
subclasse compacta de Fo, e suponha que, para cada A € Fo, tenhamos

U(A) =sup{u(C): CeKeC CA}.
Entdo, u é pré medida em .

Demonstracdo. Suponha que os conjuntos A, € o sdo decrescentes e que
sua intersecgdo seja vazia. Mostraremos que u(A,) — 0. Para isso considere
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¢ > 0. Para cada n escolha C,, € K com C,, C Ay e u(Ay) < u(Cy) + 55.
lemos entio que

=

n

1)\ (1.17)

Ai\C;
]

Ci) C
i=1

Observe que K, = (1_1Ci € Ni—Ai | @ logo K, | @. Como os
conjuntos formam uma classe compacta existe m tal que K, = @.

1=

Como os conjuntos A, sdo encaixantes temos que para n > m a Equacdo
(1.17) se reduz a

A, C

CJ A\ C;
i=1
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e assim

u(An) < ) AN C) < ¢
i=1

e logo lim u(A,) = 0.

1.4 Aplicacoes

1.4.1 Teorema dos Numeros Normais de Borel

Nessa secdo construiremos o primeiro modelo de espacgo de probabili-
dade nao trivial. Esse modelo fundamental representard a escolha de

um nimero uniformemente no intervalo (0,1], bem como representara
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o langcamento de uma moeda infinitas vezes. Ou seja, construiremos a
medida de Lebesgue em (0,1].

A construcdo desse modelo é paradigmatica. Os passos que utiliza-

remos nessa construcdo se repetem em diversas outras construcoes.

Vamos comecar colocando em destaque quais sdo esses passos:

Construcao de Probabilidades

a Comecaremos construindo uma probabilidade finitamente adi-

tiva. Essa construcdo em geral é simples e intuitiva.

b Provaremos a o-aditividade. Em alguns casos pode ser mais facil

provar a condicdo equivalente de continuidade no vazio. Em

outros provar a condi¢do do Teorema da Extensdao Compacta.
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¢ Usaremos o Teorema de Extensdo de Carathéodory para obter um

espaco de probabilidade.

Comecaremos construindo uma probabilidade finitamente aditiva

nos intervalos. Essa fung¢do atribui a cada intervalo seu comprimento.

1.29 DerinicZo (ALGeBrA DE Borer) Seja By((0,1]) a dlgebra de Borel, isto é
a familia formada por unides finitas (possivelmente vazia) de intervalos da
forma (a,b] C (0,1].

1.30 DeriNicAo Seja P uma atribuicio de probabilidade em By((0,1]) tal que:
1 P[(a,b]]=b—-aparatodo0 <a <b <1
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2 e estenda para todos os conjuntos de By((0,1]) usando a identidade P[A U
B] = P[A] + P[B] se A,B sdo conjuntos disjuntos em By((0,1]).

TeoreMA A fungdo de probabilidade finita P estd bem definida.

Demonstracao. Exercicio O

Podemos ver um numero real w € (0,1] como a realizacdo do lanca-
mento de uma moeda infinitas vezes. Para isso considere a expressao
bindria desse nimero. Dessa forma w € (0,1] pode ser visto como
uma sequéncia de digitos em {0,1}"'. Nessa representacdo estamos

descartando o digito 0 inicial de todas as sequéncia.

Nosso primeiro resultado sera sobre a distribuicao de digitos 0 e 1
num namero qualquer w € (0,1]. Para realizar essa contagem faremos
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inicialmente uma conversdo dos digitos dessa sequéncia. Converte-
remos os 0 — —1 obtendo a sequéncia de fungdes de Rademacher
Zj-

DeriNIcAO Para todo niimero w € (0,1], a fungdo dy(w) denotard o k-ésimo
digito da representagio de w. Seja zy(w) := 2di(w) —1e
n

sp(w) = Z zx(w) = excesso de 1’s nos n primeiros digitos.
k=1

OBservAacAO A sequencia s,(w) definida acima pode ser vista como um
passeio aleatorio simétrico nos pontos de coordenadas inteiras da reta, isto é,
em Z, que comeca em O e a cada passo move para a direita ou esquerda, +1
ou -1, com probabilidade igual. Este passeio pode ser ilustrado da seguinte
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maneira. Um ponto é colocado no zero e uma moeda justa é jogada. Se
sair cara, o marcador é movido uma unidade para a direita e se sair coroa o
marcador é movido uma unidade para a esquerda.

‘ ‘ ‘ ‘ I I I I
' ' ' ' | | | |
4

Provaremos que

lim P [{a) € (0,1]: | excesso de 1’s nos n primeiros digitos.| > 8}] = 0.

n—o00

Veja que na expressao acima o limite esté fora da probabilidade e como
veremos o evento que estd dentro da probabilidade é um evento na
algebra de Borel. Assim expressdo anterior faz sentido com o que

desenvolvemos até esse instante.
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1.34 TeoREMA (L1 FRAcCA DOos GRANDES NUMEROS - TEOREMA DE BERNOULLI)
Para todo € > 0,

lim P[{a) € (0,1] : |sy(w)/n| = 8}] = 0.

n—o0oo

Demonstracao. Qualquer evento baseado nos valores z1(w), ..., zx(w)
pode ser descrito como uma unido disjunta de intervalos diddicos da forma

(k -1 k ] .Logo {w € (0,1] : [su(w)/n| = €} € By((0,1]).

P
Cada intervalo diddico de nivel 1 — 1 se divide em dois no nivel i. Logo
a fungio de Rademacher toma valor +1 em metade do intervalo e valor —1
na outra metade. De modo mais geral suponha que i < j. Em um intervalo
diddico de grau j — 1, z;(w) é constante e z;(w) tem valor —1 na metade
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esquerda e +1 na direita. O produto z;(w)z;(w), portanto, integra 0 sobre

cada um dos intervalos diddicos de nivel j — 1 e logo

(
1 gquando k =]

1
/ zi(w)zj(w) dw =
0 0 gquando k # j.
\

1 1
Isso implica que/ s2(w)dw = / Z zi(w)zj(w)dw = n e logo
0 0 =1

1
n= / s2(w)dw > / s2(w)dw
0 |s, /n|>¢
> / ne?dw > nzezP[lsn/nI > 8]
s, /n|>¢
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Logo P[|sn/n| > e] <1/(ne?*) — 0 quando n — oo. O

Dado uma base, b um namero normal é um ntmero real cujos alga-
rismos aparecem todos com a mesma frequéncia, ou seja, cuja sequén-
cia infinita de digitos na base b é distribuida uniformemente no sentido
de que cada um dos valores algarismos tem a mesma frequéncia 1/s.
Também significa que nenhum algarismo, ou combinagao (finita) de
algarismos, ocorre com mais frequéncia do que qualquer outra. No
que se segue trataremos apenas de niimeros normais na base 2, mas

os argumentos podem ser adaptados facilmente para outras bases.
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1.35 DeriNigAo O conjunto dos nitmeros normais’ em (0,1] é definido como

N :={w € (0,1] : lim sp(w)/n =0}

={w € (0,1] : lim — Z dr(w) =

n—oo 71

O conjunto dos niimeros anormais é definido como A := (0,1] = N.

Provaremos que os ntmeros anormais formam um conjunto negli-

gencigvel.

1.36 DEeriNi¢A0 (CoNjunTO NEGLIGENCIAVEL) Um subconjunto B C (0,1] é
dito negligencidvel se para todo € > 0, existem subconjuntos By, By, . .. de

lhabase 2
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Bo((0,1]) tal que
BCUBk e ZP[Bk]Se.
k=1 k=1

O préximo teorema também é conhecido como a Lei Forte dos Gran-

des Numeros para o Lancamento de Moedas

1.37 TeorReMA (TEorReEMA DOs NUMEROS NorMAIs DE BoreL) O conjunto dos

numeros anormais, A, é negligencidvel.

Demonstracao.

1 Comegaremos notando as seguintes inclusoes:

Dado ¢ | 0 quando k — oo. Entio
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{w:

Si2(w)
2

< &k para k suficientemente grande }

Clw: liin Sk;{(zw) =0}
C {w: lim Sn}(/la)) =0}

- -
-~

=N

57
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2 Agora por (1.) temos que

A=N°cCc{w: Sk;{(zw) > &k para infinitos k}
> skz(a)) do i
CU{a) o > exy, paratodo |
k=j g _
=:Bj

onde By € B(()O’l]). Da demonstracio da Lei Fraca

1 1

P|Bx] <

k2er k32

se tomarmos ey := k4. Logo Y7°, P[Bx] < oo e assim Yiz; P[Bx] — 0
quando j — oo. Portanto A é negligencidvel [
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Esse é o maximo que podemos ir s6 com probabilidade finitamente
aditiva. Gostariamos de poder “passar o limite para dentro” e dizer

que os conjuntos anormais tem medida nula.

Para isso precisamos estender esse modelo para um modelo de pro-
babilidade. Comecaremos provando a continuidade.
Teorema A aplicagcio P : By((0,1]) — [0,1] definida pela Definigio 1.30 é
uma pré-medida de probabilidade.

Demonstracao. Usaremos o Teorema 1.25 e demonstraremos que P é conti-
nua por cima em @. Dado A, | @ onde A, € By((0,1]) (em particular temos
que (-, Ax = @). Provaremos que P[A,] | 0.
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Observe que para todo n > N temos

N

P[A,] < P[AN] = P[ﬂ A
k=1

como os conjuntos Ay sio decrescentes. E suficiente demonstrar que para todo
e > 0 existe N, tal que

N
P[ﬂ Ak] < €.
k=1

O argqumento seguinte ndo funciona, mas ele vai motivar a solucdo. Dado

¢ > 0 e para todo Ay construa uma sequéncia de fechados Fy tal que Fi C Ay
e P[Ax — Fi] < ¢/2*

(Se A tem a forma | J;(a;,b;| tome Fy := \J;|a; + t,b;]| para T suficiente-
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mente pequeno).
Como (.1 Ax = @ temos que (,_, Fx = @. Por compacidade existe N,
tal que ﬂzljil Fr =@. Logo

N, N, N¢ N, 1
P[( A —P[[ Fi] < ) Pl[Ar—Fi] < Tse
k=1 k=1 k=1 k=1
——
N— :® -
-0

Isso estabeleceria 14 se ndo fosse pelo problema que P ndo estd necessariamente
definida nos Ff.

Agora é claro como remediar a situagdo. Para todo Ay encontre conjuntos
fechados Fy e subconjuntos A7 de Bo((0,1]) tais que Ay D Fr D Al e
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P[Ax—-A}] < e /2K, Para todo € > 0 temos que existe N tal que ﬂ;{\]:fl Fr =0

0 que implica ﬂ;{\lzgl Al = @ eassim

N¢ N N N, 1
P[( A -P[[ )A7] < ) PlAc- A < FSe
k=1 k=1 k=l k=1
=@

1.39 TeoremA ( MeDIDA DE LEBESGUE) Dado P : $By((0,1]) — [0,1] como na
Definigio 1.30. Entdo
1 P admite uma tinica extensio para uma medida de probabilidade em
B((0,1]) (também denotada P),
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2 P é a unica medida em B((0,1]) que satisfaz P[(0,x]] = x para todo
x € (0,1];

Demonstracao.
o Demonstracio do item 1.39.1

O Teorema de Extensio de Carathéodory com o Teorema 1.38 mostra que
existe uma tinica extensio P : By((0,1]) — [0,1] para P : B((0,1]) — [0,1]
como B((0,1]) = a(Bo((O,l])>.

o Demonstracio do item 1.39.2

Esse item seque do Teorema de Unicidade de medida pois B((0,1]) =
g{((0,x]: x € (0,1]) e {(0,x]: x € (0,1]} é uma m-sistema.

Como corolario da constru¢do da medida de Lebesgue temos que
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o conjunto dos ntimeros normais tem probabilidade 1 e surpreenden-
temente temos que a o- dlgebra de Borel ndo é o conjunto das partes!
Isso ocorre pois existe uma medida de probabilidade ndo trivial e
invariante na o- algebra de Borel o que sabemos pela construcdao do

conjunto de Vitali ndo ocorre no conjunto das partes.

1.40 CororArio Dado P : By((0,1]) — [0,1] como na Definigdo 1.30. Entdo

1 N € B8((0,1]) e P[N] = 1 onde N é o conjunto dos niimeros normais em
(0,1];

2 Bo((0,1]) € B((0,1]) € B((0,1]) € P(Q). Conjuntos em B((0,1]) sdo
denominados Borel mensurdveis. Conjunto em 8B((0,1]) sdo denomina-

dos Lebesgue mensuradveis.
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Demonstracao.
o Demonstracdo do item 1.40.1

Observamos inicialmente que N e N°€ estdo ambas em B((0,1]). Agora
pelo Teorema 1.37 temos que N¢ é negligencidvel. Ou seja dado ¢ > 0,
existe B, € By((0,1]) tal que N® C |J,_, B, onde " P[B,] < €. Como
;-1 B € B((0,1]) temos

(0.0)

P( Bn) < iP[Bn] <e.

n=1 n=1

Logo
P(N®) =inf{P(B): N°CBe¥}<¢

para todo €. Logo P(N€) =0e P(N) = 1.
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O
Nbés jg mencionamos que N € B((0,1)) mas N ¢ By((0,1))
A Proposigio 1.50 mostra que 8((0,1)) € B((0,1).

O conjunto de Vitali mostra que é impossivel estender P para uma medida
de probabilidade em P (Q) que estabelece que B((0,1) € P(Q).

Qual a diferenca entre a lei fraca e a lei forte de grandes nimeros?

Lei Fraca: lim P(’%n‘ < e) =1, paratodo ¢ > 0;

n—oo

Lei Forte : P( lim n O) = 1.

n—oo 11

A lei fraca fixa o n e analisa o conjunto dos s, (w)/n sobre w € (0,1].

Em particular, a lei fraca diz que para grandes valores de n torna-
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se cada vez mais raro encontrar w ‘s que satisfazem [s,(w)/n| > .
Por outro lado, a lei forte fixa cada w € (0,1] e analisa os conjuntos
dos s,(w)/n sobre n. Em particular para quase todo w, s,(w)/n — 0

quando n — oo,

1.4.2 Moedas Il - Medida de Probabilidade em {0, 1}

Agora apresentaremos uma construgdo alternativa para o modelo de

lancamento de infinitas moedas honestas.

Considere uma sequéncia infinita de lancamentos de moedas hones-
tas. Desejamos construir um modelo probabilistico deste experimento

de modo que cada sequéncia de resultados possivel dos primeiros
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lancamentos tem a mesma probabilidade, %n.

O espago amostral para esta experiéncia é o conjunto {0,1}* de

todas as sequéncias infinitas de zeros e uns.
w = (w1, wy,...) w;€{0,1}

Como ja discutimos, de modo geral pode ndo ser possivel atribuir uma
probabilidade a todo subconjunto do espaco amostral. Assim nossa
abordagem serd um pouco mais cuidadosa. Comecaremos criando
uma algebra de subconjuntos, atribuiremos probabilidades finitas aos
conjuntos que pertencem a esta dlgebra e, em seguida, estenderemos

para uma medida de probabilidade na ¢ dlgebra gerada por essa alge-
bra.
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Algebra e o-algebra de {0, 1}”

Considere ¥, a colecdo de eventos cuja ocorréncia pode ser decidida
olhando apenas para os resultados dos primeiros langamentos. Por
exemplo, o evento {w|w1 = 1 e wy = wg} pertence a Fg (e deste modo

pertence a i para todo k > 6).

Seja B um subconjunto arbitrario de {0, 1}". Considere o conjunto
A={w €{0,1}*(w1,ws,...,w,) € B}.
Podemos expressar A C {0,1}* na forma
A =Bx{0,1}*.

(Isto é toda sequéncia em A pode ser vista como um par que consiste
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numa sequéncia de tamanho n que pertence a B, seguida de uma

sequéncia infinita arbitraria. Nesse caso B € dito base do cilindro A.)

O evento A pertence a 7, e € facil verificar que todos os elementos

de ¥, sdo desta forma.

Também é facil verificar que ¥, é uma o-algebra.
Exercicio: Prove que ¥, é uma o-algebra. O
As o-4lgebras F,, para qualquer n fixo, sdo muito pequenas. Elas s6

modelam os primeiros #n lancamentos de moedas. Estamos interessa-

dos, em vez disso, em conjuntos que pertencem a ¥, para n arbitrério,



1.41

1.4 Aplicagoes 71

e 1sso nos leva a definir
(0. @]
7= )T,
n=1

a colecdo de conjuntos que pertencem ao ¥, para algum n. Intuiti-
vamente, A € ¥y se a ocorréncia ou ndo ocorréncia de A pode ser

decidido ap6s um ntmero fixo de jogadas de moedas.

Exempro Seja A, = {w|wy, = 1}, 0 evento que o n-ésimo lance resulta em 1.
Observamos que A, € Fy. Seja A = |J,_, An, que é o evento que existe pelo
menos um 1 na sequéncia de lancamentos infinitos. O evento A ndo pertence
a Fn, para qualquer n. (Intuitivamente, tendo observado uma sequéncia de n
zeros 1ss0 ndo nos permite decidir se haverd um 1 subsequente ou ndo.) <

O exemplo anterior mostra que ¥y ndo é uma o-algebra. Por outro
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lado, podemos mostrar que ¥y é uma algebra.

Exercicio: Prove que %y é um algebra. O]

Gostariamos de ter um modelo de probabilidade que atribua pro-
babilidades a todos os eventos em ¥, para cada n. Isso significa que
precisamos de uma o-algebra que inclua %y. Por outro lado, gosta-
riamos que nossa o-algebra fosse tdo pequena quanto possivel, ou
seja, contenha como poucos subconjuntos de {0, 1}"" quanto possivel,
para minimizar a possibilidade de incluir conjuntos patologicos aos
quais as probabilidades ndo podem ser atribuidas . Isso nos leva a

considerarmos F como a o-algebra gerada por 7.
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1.4.2.1 Definindo a medida de Probabilidade

Comecamos definindo uma funcao finitamente aditiva Py na algebra
Fo que satisfaz Po({0, 1}*°) = 1. Isso serd realizado da seguinte forma.

Todo conjunto A em ¥y é da forma Bx {0, 1}, paraalgum B c {0, 1}".
Entdo, definimos Py(A) = %

Observe que desta forma ao evento que nos primeiros 7 lancamen-
tos ocorre uma sequéncia particular {w1, @, ..., w,}, é atribuida a
probabilidade 1/2". Em particular, todas as sequéncias possiveis de
comprimento fixo sdo atribuidas a mesma probabilidade, conforme

desejado.

Antes de prosseguir, precisamos verificar se a definicio acima é
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consistente. Observe que o mesmo conjunto A pode pertencer a 7,
para véarios valores de n. Portanto, precisamos verificar se, quando
aplicamos a definicdo de Py(A) para diferentes opg¢des de 1, obtemos
o mesmo valor. Na verdade, suponha que A € ¥, que implica que
A € F,, paran > m. Neste caso,

A=Bx{0,1}*=Cx{0,1}*,

onde B c {0,1}" e C c {0,1}". Assim, B = C x{0,1}"*™ e |B| =
|C| - 2"7". Uma aplicagdo da definicao produz Py(A) = |B|/2", e outra
produz Po(A) = |C|/2". Como |B| = |C| - 2", ambos produzem o
mesmo valor.

E facil verificar que Py(Q) = 1, e que Py é finitamente aditiva. Tam-
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bém podemos provar que (%o,Pp) satisfaz
Po(A) =sup{u(C): C € Fpe C C A}.

pois todo conjunto em ¥ possui base finita e logo compacto na topo-
logia produto.

Logo podemos invocar o Teorema de Extensdao Compacta e concluir
que existe uma tnica medida de probabilidade em ¥, a o-adlgebra
gerado por ¥y, que concorda com Py em #. Esta medida de probabili-
dade atribui a mesma probabilidade, 1/2", a cada sequéncia possivel

de comprimento 7, conforme desejado.

Os dois modelos de lancamentos de moedas que construimos sao
equivalentes.
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1.4.3 Medida de Lebesgue em R

Para todo i = (i1,...,15) € Z% seja (i,i + 1] o cubo unitario em R“
transladado por i ou seja

(i,i+1]=(i1,i1+1]%x---x(ig,ig + 1].

Esses conjuntos particionam o espaco,

RY = U(i,i +1],
iezd
e assim R? pode ser decomposto como unido enumeravel de cubos
i .. : (i,i+1]
unitarios disjuntos. Seja B,
los disjuntos em (i,i + 1] e seja B((i,i + 1]) = (7(8(()1'1+1]> a o-algebra de

a algebra da unido de finitos retangu-
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Borel de (7,7 + 1]. Finalmente denote por P; a tinica medida de proba-
bilidade uniforme em B((i,i +1]) que atribui o volume Euclidiano aos

retangulos em (i,i + 1], i.e.

P;((a1,b1] X -+ x (ag,b4]) = l_[(bk — ag)

sempre que (a1,b1]| X --- X (ag,bg] C (i,i +1].
A construcao de P; é feita exatamente da mesma forma que a medida

de probabilidade uniforme foi construida em (0,1].

o Dado A € Bg’iﬂ] definimos P;(A) como sendo a soma dos vo-
lumes disjuntos retangulo que compdem A (este passo ndo é
totalmente trivial uma vez que existem diferentes de composi-
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cOes de A em retangulos disjuntos, mas pode-se provar que P p;;
é estd bem definido).

o Depois, mostra-se que P; é uma medida de probabilidade em

((i,1+ 1],B(gi’i+1]).A parte mais dificil deste passo é demonstrar
a o aditividade. No (0,1] nos usamos o fato equivalente que P;
é continua por cima no @. O argumento também funciona em
(i +1],8" 1 p)).

o Finalmente utilizamos o Teorema de extensao de Carathéodory
temos ((i,1i + 1],8B((i,i + 1]), P;) (a unicidade segue do fato que

os retangulos formam um 7-sistema).

o A partir da medida de probabilidades ((i,7 + 1]|,8((i,i + 1]), P;)
podemos definir a medida de Lebesgue ‘ui: nos conjuntos A €
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B((i,i + 1]) como:

Ui (A) = Z P;((i,i+1]NA).

ieZ4

Agora provaremos que ui é uma medida em (RY,B(R%)).

1.42 TeoremMA (MEDIDA DE LEBESGUE) ‘ui é uma medida em (R?, B(R?)).

Demonstracao. Demonstraremos que‘ui satisfaz os trés axiomas (i), (i1) e
(iii):

o (i) ‘udL(A) € [0,00] : Trivial.

o (if) lui(@) = 0 : Imediato pois P;((i,i + 1] N @) = 0.

o (iii) o-aditividade: Suponha A1,A;, ... € B(RY) sdo disjuntos. Entdo
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P;((i,i +1]N OAk)
k=1

U(z i+ 1] ﬂAk)
k=1

P, ((i,i+1]mAk)
P, ((i,i+1]mAk)

(Ak)
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1.43 TEOREMA ‘udL é a tinica medida em (R%,B((0,1]%)) que atribui o volume
euclidiano padrio para os retdngulos finitos, isto é:

d
1 ((a1,b1] X - X (aabal) = | | (b = ax)
k=1

para —oo < ay < by < oo.

Demonstracao. Defina P como o mt-sistema composto de retangulos finitos
de {(ay,b1] X -+ X (ag,bg] : —c0 < ar < by < oo} e o conjunto vazio @.
Entido B(RY) = o(P). Também observamos que ‘udL é o-finita em P pois
ydL ((1,i+1]) =1, RY = | J;cza(i,i+1] ecada (i,i+1] € P. Logo o resultado
decorre do Teorema 1.13. [
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1.44 TroremA Paratodo A € B ex e R%, 0 conjunto A+x :={a+x:a € A}
estd em B(RY) e

p(A +x) = u7(A)

Demonstracido. Para demonstrar que A+ x € B(R?) usaremos o Principio
dos Bons Conjuntos. Dado x € R? e o conjunto G, := {A € BRY) : A+x €
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B(RY)}. E ficil ver que Gy é uma o-dlgebra. Por exemplo,

AcG,=AecBRY)eA+xe BRY
= A% e BRY e (A + x)° € B(RY)
= A% e B(R%) e A® + x € B(RY)
= A% e G,.

Para concluir a demonstracido do teorema 1.44 usaremos a mesma ideia
de 1.4327 sobre a unicidade de ‘udL.

Para isso dado x defina u,(A) = ‘ui:(A + x). Entdo u, é uma medida em
(R, B(RY)). As medidas 1, e ydL concordam no Ti-sistema dos retingulos
finitos em R¥. Logo pelo Teorema 1.43, ‘ui:(A) = Uy(A) = ‘ui(A + X) para
todo A € B(RY). O
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1.45 TeoremA Se T : RY — R é linear e ndo singular, entdo A € B(R?) implica
que TA := {T(a) : a € A} € B(RY) e

uh(TA) = | det T|u%(A).
Demonstracao. Exercicio

1.46 TeoremA Dado (Q, F ,u) uma medida o-finita. Entdo F ndo pode conter
uma familia de conjuntos disjuntos ndo enumerdveis de u-medida positiva

Demonstracao. Dado {B; : i € 1} uma familia de conjuntos disjuntos tais
que Ww(B;) > 0 para todo i € 1. Mostraremos que 1 deve ser enumerduvel.

Como u é o-finita existe A1,Az, ... € F tal que u(Ax) < coe Q) = | J; Ax.
Mostraremos os seguintes fatos:
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of{i € I : u(Ax N B;) > €} é finita para todo k : Dado € > 0 e suponha por
contradigdo que existisse uma familia enumerdvel de conjuntos 1, C 1 tal
que W(Ax N B;) > e para todo i € 1. e que

p(Ar) 2 p(Ax 0 () B)) = ) u(AxnBy) > ) e = oo
€], €], i€,
0 que leva a uma contradigdo

o{i € 1 : u(Ax N B;) > 0} é enumerdvel para todo k : Esse fato seque de que

{i el :u(AxNB;)>0}= U {ie]:‘u(AmBi)>e}J.

e racional

ﬁnito;or (1)
ol =i{i € I : u(Ax N B;) > 0} : Para demonstrar que I U | J;,{i € 1 :
u(AxNB;) > 0} observe que i € 1 entdo u(B;) > 0. Como Q = | J; Ax existe
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k tal que u(Ax N B;) > 0. Logo i € Ji{i € 1 : u(Ax N B;) > 0}. A outra
inclusdo é obuia.

Para terminar a prova, basta notar que os ultimos itens implicam 1 ¢é
enumerduvel. O

Se k < d entdo ‘ui(A) = (0 para todo hiperplano k-dimensional
ACRYcomk < d.

Demonstracao. Dado A um hiperplano k-dimensional com k < d. Dado x
um ponto em R? gue nio estd contido em A. entdo {A + xt : t € R} é uma
familia ndo enumerdvel de subconjuntos de B(R?). Como ydL é invariante
por translagdo ‘u_‘i:(A) = ‘ui(A + xt) para todo t € R. Pelo Teorema 1.46,
uh(A) = 0. O
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1.47 DeriNig¢A0 (CONJUNTOS MENSURAVEIS DE BOREL VERSUS LEBESQUE ) Dado
(Q,B(Rd),‘udﬁ) o completamento de (€2, B(Rd),‘u‘i). Se A € B(RY) entdo A

é dito Borel mensurdvel. Se A € B(RY) entio A é dito Lebesque mensurivel.

1.5 /Como sao, como vivem e e quantos sao
os Borelianos?

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados sobre a cardinalidade
dos Borelianos e dos conjuntos mensuraveis. Esses resultados nédo

serao utilizados no restante do texto.

Comecaremos com uma proposicao, cuja demonstracao é simples e
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deixaremos como exercicio.

1.48 ProroOsSICAO

o Todo subconjunto aberto de R é uma unido enumerdvel de intervalos
abertos e logo é um boreliano

o Todo subconjunto fechado de R é um Boreliano

Conjunto de Cantor Para construir o conjunto Cantor, come¢amos
com o intervalo unitario: Cy = [0, 1]. Em seguida, removemos o tergo

médio desse intervalo, deixando uma unidao de dois intervalos fecha-

dos:
C1=10,1/3]U[2/3,1]
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Em seguida, removemos o ter¢o médio de cada um desses intervalos,

deixando uma unido de quatro intervalos fechados:

Procedendo desta maneira, obtemos uma sequéncia encaixante Cp D
C1 D C D --- de conjuntos fechados, onde C; é a unido de 2" interva-
los fechados, como ilustrado na Figura 1.5. Entdo a intersecdo

czﬂcn
n

é o conjunto de Cantor.

1.49 ProrosicAo O conjunto de Cantor C tem as seguintes propriedades:
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1 C é fechado, e logo é um Boreliano.

2 |C é ndo enumerdvel. De fato, |C| = |R|.
3 u(C) =0.

1.50 ProprosiCAO (CARDINALIDADE DOS CONJUNTOS LEBESGUE MENSURAVEIS)

Seja L a colegio de todos os subconjuntos Lebesgue mensurdveis de R. Entdo
[ L] =1PR)].

Demonstracdo. Claramente | L] < |P(R)|. Mas como o conjunto de Cantor
C tem medida de Lebesgue nula, temos que todo subconjunto do conjunto de
Cantor é Lebesgue mensurdvel, ou seja, P(C) C L. Mas como |C| = |R|,

seqgue que P(C) = P(R) e, portanto, P(R) < | L|. O
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1.51 DeriNicAo (HierarQuiA FiNiTA DE BOREL) A hierarquia finita do Borel
consiste em duas sequéncias X, e I1, de subconjuntos de B definidos da
sequinte forma:

o X € a colegdo de todos os conjuntos abertos em R e Iy é a colegio de
todos os conjuntos fechados em R.

o Paracadan > 1,acolecio X, 11 consiste de todas as unides enumerdoveis
de conjuntos de I1,, e a colegio 11,41 consiste de todas as intersecoes
enumerdveis de conjuntos de X,.

1.52 ExempLo Assim, cada conjunto em X3 pode ser escrito como

[ )t

meN neN



92 1 Medidas de Probabilidade

para conjuntos abertos Uy, , e cada conjunto em 113 pode ser escrito como
[1UFn
meN neN

para conjuntos fechados F, ,,. <

Assim nds temos X1 C Xy, 21 C I, II1 C X eIl C Ilp. E além

disso, todas as quatro inclusdes sao proprias.

1.53 TeorReMA (PROPRIEDADES DE X, E I1,,) Para cadan € N, as sequintes afir-
macoes sdo vilidas.

1 Paratodo S C R, temos S € X, se e somente se S¢ € I'l,,.

2 Xy C© Xyt 2 © Iy, 1, © Xpgq, e 1L, C 1 4.

Além disso, todas as inclusoes sio proprias.
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Se B € R for um conjunto Borel, a classificacio de Borel de B é o
minimo 7 tal que B se encontra em X, C I1,,. Assim, conjuntos que sao

abertos ou fechados tém classificacdo de Borel 1.

Surpreendentemente, ndo é verdade que todo conjunto de Borel
tenha classificacao finita. Por exemplo, se {S,;} for uma sequéncia de
conjuntos do Borel, tal que cada S, e tenha classificagdo n, entdo a
uniao

5251C52C53C...

ndo pode ter classificacdo finita. Tal conjunto S é dito de classificagdo
w, e a colecdo de todos esses conjuntos é conhecida como X,,. O com-
plemento de qualquer conjunto em X, também é dita de classificacao
w, e a colecao de todos esses conjuntos é conhecida como I1,,.
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A hierarquia do Borel continua até além de w. Por exemplo, X, +1
consiste em todas as unioes enumeraveis de conjuntos de I, e I1,+1
consiste em todas as intersec¢bes enumerdveis de conjuntos X, De

fato, n6s temos uma sequéncia de conjuntos
C2pC23C - CryClps1 CTlopy C -+ C oy Cloys1 C -

e da mesma forma para o II's. O resultado é que os conjuntos X, e 11,
podem ser definidos para cada ordinal contavel a (ou seja, para cada
elemento de um conjunto bem ordenado e ndo enumerével e minimal,
Sa). As familias resultantes X, : a« € Sqg eIl, : @ € S constituem a
hierarquia de Borel completa, e a dlgebra de Borel  é a unido destas:

B=||La=| M
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Nao é muito dificil provar que cada um dos conjuntos X, e I, tem a
mesma cardinalidade de R. Como |Sq| < |R|, logo temos que a dlgebra
de Borel B tem cardinalidade de |R| também.

TeoREMA ( CARDINALIDADE DA ALGEBRA DE BOREL) Seja B a o-dlgebra
de Borel em R. Entdo |B| = |R|.

ProrosicAo A cardinalidade da colecdo de conjuntos mensurdveis é igual a

PR,

Como essa cardinalidade é maior que a cardinalidade da &4lgebra de

Borel. Isso produz o seguinte corolario.

CororLARrIO Existe um conjunto mensurdvel de Lebesgue que nio é um
conjunto de Borel.
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1.6 Medidas em Espacos Métricos

Escrever: espacos poloneses, regularidade e tightness.

ExERcicIOS
Ex. 1.1 — Dados A1, Ay, .... Mostre que P(A,, i.v.,) = 1 se e somente

se Z P(A,|A) diverge para todo A de probabilidade ndo nula.

n=1

Ex. 1.2 — Suponha que temos uma pré-medida yu em um espago X
tal que u(X) < oo. Prove que E C X é mensuravel Carathéodory se e
somente se u*(E) + u*(E®) = u(X).

Ex. 1.3 — [Integral de Lebesgue-Stieltjes] Dado QO = R e By(R) =
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f{(=00,a] : —00 < a < oo) a algebra de Borel de R. Seja P uma
probabilidade finitamente aditiva em By(R). Mostre que P é uma
medida de probabilidade em By(R) se e somente se a funcdo definida

por F(x) := P((—o0, x]) é ndo decrescente, continua a direita e satisfaz
lim F(x)=0e lim F(x) =1.

X——00 X—>

Ex. 1.4 — (sub-additividade enumeravel) Mostre que

U
n=1

P

< ) P(Ay)
1

n=

Ex. 1.5 — Prove que a continuidade da medida de probabilidade. Da-
dos A1, Ao, ... eventos, entao



98 1 Medidas de Probabilidade

1. Se A, T A, entdo P(A,) T P(A) quando n — oo.
2. Se A, | A, entdao P(A,) | P(A) quando n — oo.
3. P(liminf A,) < liminf P(A,) < limsup P(A,) < P(limsup Aj).
4. A, — A implica que P(A,) — P(A)asn — oo.

Ex. 1.6 — Considere um modelo probabilistico cujo espaco amostral
é a reta real. Mostre que

L. P([0,0)) = lim P ([0, ]
2. lim P ([, 0)) = 0.

Ex. 1.7 — (Uma condicdo insuficiente) Dados QQ = {1,2,3,4},e A =
{{1,2},{1,3}}.
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1. Mostre que a o-algebra ¥ gerada por A é o conjunto das partes
2(0)).

2. Mostre que existem duas medidas de probabilidade P; e P
em (Q, 7), tal que P1(E) = P(E) para qualquer E € A, mas
Py # P,. Este problema mostra que o fato de que duas medidas
de probabilidade coincidem com uma familia geradora de uma
o-algebra ndo garante que elas sejam iguais. No entanto, isso é
verdade se adicionarmos a suposicdo de que a familia geradora
A é fechada sob intersecdes finitas.

Ex. 1.8 — Desigualdade de Bonferroni
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Definindo ;
S1:= Z P(A;),
i=1
e
Spi= Y P(AINA,
1<i<j<n
bem como
Sy = Z P(A;, N---NA;)

1<iq<-<ig<n
para todos os nimeros inteiros de k em {3, ..., n}.

Entdo, para k impar

P(Q Ai) < ]Zk;(—l)jlsj
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e para k > 2 par

P(QAZ-) > ]Zk;(—l)f—ls]-.

1=

(Se tiver com muita preguica prove apenas para k = 2,3.)

Ex.1.9 — Problema do Pareamento

No final de um dia agitado, os pais chegam ao jardim de infancia
para pegar seus filhos. Cada pai escolhe uma crianga para levar a
casa uniformemente ao acaso. Use o férmula de inclusdo-exclusao
para mostrar que a probabilidade de pelo menos um pai escolhe seu

proprio filho é igual a
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1 1 a1 1
1—i+§---+(—1) oy

E que essa probabilidade convergea 1 —1/e quando n — oo

Ex. 1.10 — Qual é a probabilidade de que um ponto escolhido aleato-
riamente no interior de um tridangulo equilatero esteja mais perto do
centro do que de suas bordas?

Ex. 1.11 — Agulhas de Buffon

Considere um plano horizontal dividido em faixas por uma série de
linhas paralelas a distancia fixa d, como as tdbuas do chéo.

E considere uma agulha, cujo comprimento seja igual a distancia entre

as linhas paralelas, que € jogada no plano aleatoriamente.
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1. Defina precisamente o espago de Probabilidade.

2. Prove que a probabilidade da agulha ndo interceptar uma das

2

linhas paralelas € =.

Ex. 1.12 — O conjunto de nimeros normais e anormais estd em $((0,1]).

Ex. 1.13 — Todos os subconjuntos contdveis, co-contaveis (i.e. com-
plementos de conjuntos contaveis) e perfeitos de (0,1] estio em B((0,1]).
Em particular, o conjunto dos ntimeros irracionais em (0,1] é um con-

junto de Borel.

Ex. 1.14 — Para todo ntimero @ € (0,1], denotamos por di(w) o k-
ésimo digito da representacdo de w. Seja zx(w) = 2d(w) —1e
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. excesso de 1s
sp(w) := Z zr(w) = nos n primei-
k=1 ros digitos.
Mostre que
1 el + e~ t\n
M(t) := / et51(@) o = ( : ) (1.18)
0

1
paratodot € R. Diferenciando comrespeito a ¢, mostre que / sp(w)dw =
0
1
M'(0)=0e / s2(w)dw = M”(0) = n.
0

1
A ideia é dividir a integral / nos intervalos diddicos da forma
0

k-1 L]
211 1271
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Ex. 1.15 — Seja () um espaco métrico com distancia d. () é dito se-
pardvel se existe um conjunto enumerdvel Oy C Q) que é denso em ()

(i.e., todo ponto em Q) é limite de uma sequéncia de pontos em ()p).
1. Mostre que o(bolas abertas em Q) C B(Q).
2. Mostre que o(bolas abertas em Q) = B(Q) se () é separavel.
3. Mostre que () = R é separdvel com a métrica usual

4. Conclua que o(bolas abertas em R) = B(R).

Ex. 1.16 — Suponha que p; e yp sdo medidas em o(¥p) geradas pela

classe . Suponha também que a desigualdade

t1(A) < pa(A) (1.19)
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é vélida para todo A em .

1. Mostre que se Fp € uma algebra e y; e up sao o-finitas em %y,
entdo (1.19) vale para todo A € o(¥y).

(Dica: primeiramente trate o caso em que p» é finita.)
2. Mostre através de um exemplo que (1.19) pode ndo ser verdade
para algum A € o(¥p) se:
a) Fo é uma algebra mas 1 e yp ndo sdo o-finita em ¥o;

b) Se 1 e yp sdo o-finitas em %y, mas ¥y é somente um 7-

sistema.

Ex. 1.17 — Principio de Littlewood Suponha que ¥ é uma &lgebra,
1 é uma medida em o(%p) e u é o-finita em .
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1. Suponha B € o(fp) e € > 0. Mostre que existe uma sequéncia
disjunta de Fp-conjuntos A1, Ay, ... tais que B € |J,_; A, e
u(Unz An — B) < e.

2. Suponha B € (%), u(B) < 0 e € > 0. Mostre que existe um
Fo-conjunto A tal que u(A AB) < e.

3. Mostre através de um exemplo que a conclusdo anterior pode

ser falsa se B tiver uma medida infinita.

Ex. 1.18 — O seguinte exercicio mostra que ndo importa em qual or-
dem somamos um numero infinito de termos positivos. Isso é util
para mostrar rigorosamente os axiomas de medida para a medida de
contagem em qualquer (). Observe que, se houver termos negativos,

a ordem é importante.
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Dado I um conjunto infinito e seja f uma fungdo de I para [0,00]. A
soma de f sobre I é definida como

> F(i) = sup{Z fi): HC I, Hé finito}.

i€l ieH
Mostre que

1. para toda particdo I = | Jcx Ix de I em subconjuntos disjuntos

> fiy =Y f0)

i€l keK i€l

nao-vazios Iy,

2. Se I é enumeravel, entao

> f(i) = lim Z f(im)
m=1

1€l
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para toda enumeracao i1,ip, . . . dos pontos em I.

3. Prove que

u(A) := Z f(a),VA C X

aeA
definida acima é uma medida

Ex. 1.19 — Mostre que

P(lsn/n| = €] < 2e7€/2

para todo € > 0.
Dica : Use (1.18) e a desigualdade (e* + e™¥)/2 < exp(x?/2) que é
verdadeira para todo x € R.
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F

Q
%)

{HH}
{TT}
(HT,HH, TH

(TH,HT,TT}
(HH,TT} /
(HT,TH} ; \\

0 0.250.50.75 1

P(-)

Figura 1.1: Relacdo entre o espaco amostral, o-dlgebra e a medida de
probabilidade.
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Figura 1.2: Medida externa

111

Figura 1.3: Os intervalos (a1, b1], (a2, b2], . . ., (as, bg] cobrem U - [2]
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.

Figura 1.4: FuncOes de Rademacher z.
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Normalldade de 50 nimeros

Médias Parciais

000000000000000

Figura 1.5: Dado uma base, um ntmero normal é um ntimero real

cujos algarismos aparecem todos com a mesma frequéncia.

Figura 1.6: O conjunto de Cantor
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