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Ex. 1 — (3 pontos) Responda os itens abaixo justificando cada uma das suas respostas.
(a)Encontre uma transformacdo linear ndo nula T : R®* — R3 tal que N(T) = {(x,y,2) :
z=3x—5ycomyx,y,zec R}
Observe que N(T) = {(x,y,3x —5y);x,y € R}. Como (x,y,3x —5y) = x(1,0,3) +
y(0,1,—5) os vetores (1,0,3) e (0,1,—5) geram o N(T). Por outro lado, esses dois
vetores sdo LI pois nehum deles é um miltiplo ndo nulo do outro, i.e.

x(1,0,3) + B(0,1,—5) = (0,0,0)

se e somente se « = B = 0. Em outras palavras, {(1,0,3), (0,1,—5)} é uma base de N(T).

Agora, completamos a uma base de R® acrescentando o vetor (0,0,1). Como dim(IR3) =
3 e os vetores (1,0,3),(0,1,—5) e (0,0,1) sdo L.I. (Verifique), eles formam uma base de
R3. Como esses trés vetores formam uma base de IR3 temos que para cada (x,y,z) € R3
existem «, B, y tais que

(x,y,z) =«(1,0,3) + 5(0,1,—5) +(0,0,1).
Resolvendo o sistema de equagdes lineares que resulta da igualdade acima temos que
x=x,B=y,v=z—3x+5y.
Dai, podemos concluir que
T((x,y,2)) =xT((1,0,3)) +yT((0,1,-5)) + (z—3x + 5y)T((0,0,1)).

mos que T((1,0,3)) =0=T((0,1,—5)). Escolhendo

Como (1,0,3),(0,1,—5) € N(T) te
= (0,1,0) temos que

de forma arbitraria T((0,0,1))
T((x,y,z) = (0,z—3x+5y,0).

(b)Exiba uma base do nticleo e uma base da imagem e verifique que o teorema do ntcleo
e da imagem se satisfaz.

Vimos acima que {(1,0,3),(0,1,-5),(0,0,—1)} é uma base de R>. Logo, 3 = dim(R3) =
2+1=dim(N(T)) + dim(Im(T)).

Por outro lado,{(1,0,3), (0,1,—5)} é uma base do N(T) e (0,1,0) é uma base para a imagem
deT.



Ex. 2 — (2 pontos) Seja T : Po(R) — P»(R) uma transformagéo linear tal que
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onde B ={1—x,1+x,1—x2). Responda os itens abaixo justificando cada uma das suas
respostas.

(a)Calcule, sem encontrar uma férmula explicita para T, o valor de T(1 + 2x + 3x?).
Seja u = 1 + 2x + 3x%. Calculemos as coordenadas de u na base B. Assim,

14+2x +3x% = a(l—x) +B(1+x) +9(1—x?).

Logo,
142x 432" = (@ + p+7) + (—a + B)x + (—7)x*. (1)
Dai, « = 1,8 = 3,y = —3. Em outras palavras,
1
[up=| 3
-3
e, como,
[T(u)]s = [T]sluls
temos que
0
[T(u)g==| 3
-3

Dai, por fim, temos que

T(u) = 0x(1—x)+3x(14+x)+(=3)x(1—x2)
= 3(x+x%).

(b)Decida se T é bijetora ou néo.

T é bijetora se e somente se T é inversivel se e somente se a matriz de T é inversivel se e
somente se o determinante da matriz de T em qualquer base é diferente de zero. Como
det([T]p) =3 x 1 x1 =23 %# 0 concluimos que T é bijetora.

Ex. 3 — (3 pontos) Seja T : R® — R dada por T(x,y,z) = (3x,x + 5y + 2z,x + 2z). Res-
ponda os itens abaixo justificando cada uma das suas respostas.

(a)Verifique que T é uma transformacdo linear. Seja u = (x1,¥1,21),v = (X2,Y2,22) €
A € R3. E imediato veificar que

T(u+ Av) =T(u) + AT (v).

Isto é, T é linear.



(b)Encontre os autovalores e os autoespagos associados a esses autovalores.
Iremos calcular a matriz de T com rela¢do a base canonica. Logo,
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Como Pr(A) =det([T] —Alz) e

temos que Pr(A) = (3—A)(5—A)(2—A). Os auotvalores de T sdo as raizes de Pr(A).
Assim, os autovalores sdao A1 = 3,1, =5e A3 = 2.

Sendo que
Va={u=(x9,2): ((T]-A)[u] = [0gs]) @

temos que

0 0 O
Va={u=(x,y,2): ([T]=Als)[u] = [1 é 2 ][”][01{{3]}

Resolvendo, V5 = [{(1,—3/2,1)}].
Analogamente, V5 = [{(0,1,0)}] e V, = [{(0,—2/3,1)}.
(c)T é diagonalizavel?
Como dim(IR?) = 3 e T possui trés autovalorers diferentes, T é diagonalizavel.

Ex. 4 — (2 pontos) Decida se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Se a afirmagao
for verdadeira prove-a. Se for falsa apresente um contraexemplo.

(@)Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensdo finita e seja T : U — V uma transfor-
magcdo linear. Se existem u,v,w € U tais que T(w) = T(u) + T(v) entdo w = u + v.
Falso.

Seja U = V = R3 e T a aplicagdo nula, isto é T(u) = (0,0,0) para cada u € R3. Seja
U =e;,0 = e ew = e3 os vetores da base candnica de R3= Logo T(e3) = (0,0,0) =
T(el) + T(EZ) e ez # e1 + ep.

(b)Sejam U e V dois espagos vetoriais de dimensao finita e seja T : U — V uma transfor-
magcdo linear. T é sobrejetora se e somente se dim(N(T)) = dim(U) —dim(V).
Verdadeiro.

Observe que U eV tém dimensao finita. Agora, T é sobrejetora se e somente se [m(T) =
Vedaidim(Im(T)) = dim(V). Do teorema do nicleo e da imagem temos que dim(U) =
dim(N(T))+dim(Im(T)) = dim(N(T)) +dim(V) se e somente se dim(N(T)) = dim(U) —
dim(V).



