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Introdugdo ao conceito de Limite

O Conceito

Aproximagdo e com

Definicdo Intuitiva

O limite de uma fung¢do descreve o comportamento da funcdo quando a
variavel independente se aproxima de um determinado valor.
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Introdugdo ao conceito de Limite

O Conceito d

Aproximagdo e compc

Definicdo Intuitiva

O limite de uma fung¢do descreve o comportamento da funcdo quando a
variavel independente se aproxima de um determinado valor.

Considere a fungio f(x) =
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Introdugdo ao conceito de Limite

O Conceito de

Aproximagdo e compo

Definicdo Intuitiva

O limite de uma fung¢do descreve o comportamento da funcdo quando a
variavel independente se aproxima de um determinado valor.

x2—1

Considere a funcdo f(x) = *= .
O que acontece quando x se aproxima de 17
x?—1 (x—=1)(x+1)

= lim
x—1 X—]_ x—1 X—]_

=lim(x+1)=2
x—1

Cristian Favio Coletti Fung8es de uma Variavel Revisdo rapida de Limite e Continuid,



Definigdo Formal de Limite

Definicdo €0

Definition (Limite)
Seja f uma func¢3o definida em um intervalo aberto contendo a (exceto
possivelmente em a). Dizemos que:

lim f(x) =L

X—a

se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que:

O<|x—al<d=|f(x)—Ll <e
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Definigdo Formal de Limite

Definicdo €0

Definition (Limite)

Seja f uma func¢3o definida em um intervalo aberto contendo a (exceto
possivelmente em a). Dizemos que:

lim f(x) =L

X—a

se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que:

O<|x—al<d=|f(x)—Ll <e

Interpretacdo

| \
A

Podemos tornar f(x) tdo préximo de L quanto quisermos, tomando x
suficientemente préximo de a.
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Propriedades dos Limites

Propriedades

Theorem (Propriedades dos Limites)

Se limy_,, f(x) = L elim,_,,g(x) = M, entdo:
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Propriedades dos Limites

Propriedades

Theorem (Propriedades dos Limites)

Se limy_,, f(x) = L elim,_,,g(x) = M, entdo:
o limy_,[f(x)+eg(x)]=L+ M
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Propriedades dos Limites

Propriedades

Theorem (Propriedades dos Limites)

Se limy_,, f(x) = L elim,_,,g(x) = M, entdo:
o limy,[f(x) +g(x)] =L+ M
o limy . [f(x)—g(x)]=L-—M
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Propriedades dos Limites

Propriedades

Theorem (Propriedades dos Limites)

Se limy_,, f(x) = L elim,_,,g(x) = M, entdo:
o limy,[f(x) +g(x)] =L+ M
o limy . [f(x)—g(x)]=L-—M
o limy_fc-f(x)]=c-L
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Propriedades dos Limites

Propriedades

Theorem (Propriedades dos Limites)

Se limy_,, f(x) = L elim,_,,g(x) = M, entdo:
o limy,[f(x) +g(x)] =L+ M
o limy . [f(x)—g(x)]=L-—M
o limy_,fc-f(x)]=c-L
o lim, ., [f(x)-g(x)]=L-M

Cristian Favio Coletti Fung8es de uma Variavel Revisdo rapida de Limite e Continuid,



Propriedades dos Limites

Propriedades

Theorem (Propriedades dos Limites)

Se limy_,, f(x) = L elim,_,,g(x) = M, entdo:
o limy,[f(x) +g(x)] =L+ M
o limy . [f(x)—g(x)]=L-—M
o limy_,fc-f(x)]=c-L
o lim, ., [f(x)-g(x)]=L-M
o lim,, 18 =L seM#0
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Limites Lat

Comportamento pe

Limite a Direita

lim f(x) =L

x—at

X se aproxima de a por valores
maiores que a
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Limites Late

Comportamento pel

lim f(x) =L

x—at

X se aproxima de a por valores
maiores que a

Limite a Esquerda

X se aproxima de a por valores
menores que a

Cristian Favio Coletti
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Limites Later

Comportamento pela

Limite a Direita

lim f(x) = L
x—at
X se aproxima de a por valores Theorem (Existéncia do lelte)

NS GUE & O limite limy_;, f(x) existe se, e

somente se:

Limite a Esquerda

lim f(x)= lim f(x)
lim f(x)=M x—at GG

X se aproxima de a por valores
menores que a
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Continuidade de Funcdes

Definicdo de

Definition (Fun¢do Continua)

Uma fungdo f é continua em x = a se:
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Continuidade de Funcdes

Definicdo de

Definition (Fun¢do Continua)

Uma fungdo f é continua em x = a se:

Q f(a) esta definida
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Continuidade de Funcdes

Definicdo de

Definition (Fun¢do Continua)

Uma fungdo f é continua em x = a se:
Q f(a) esta definida

Q lim,_,, f(x) existe
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Continuidade de Funcdes

Definicdo de

Definition (Fun¢do Continua)

Uma fungdo f é continua em x = a se:
Q f(a) esta definida
Q lim,_,, f(x) existe
Q lim,_,f(x) = f(a)
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Continuidade de Funcdes

Definicdo de (

Definition (Fun¢do Continua)

Uma fungdo f é continua em x = a se:
Q f(a) esta definida
Q lim,_,, f(x) existe
Q lim,_,f(x) = f(a)

2

A funcdo f(x) = x* é continua em todos os pontos:

L2 2
Xlinax =a =f(a)
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Tipos de Descontinuidade

Descontinuidade Removivel

O limite existe mas f(a) ndo esta

definida ou f(a) # limy_, f(x)
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Tipos de Descontinuidade

Descontinuidade Removivel

O limite existe mas f(a) ndo esta

definida ou f(a) # limy_, f(x)

Descontinuidade de Salto

Os limites laterais existem mas s3o
diferentes
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Tipos de Descontinuidade

Descontinuidade Removivel Descontinuidade Infinita

O limite existe mas f(a) ndo esta Pelo menos um dos limites laterais é
definida ou f(a) # lim,_,, f(x) infinito

Descontinuidade de Salto

Os limites laterais existem mas s3o
diferentes
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Tipos de Descontinuidade

Tipos de Des

Descontinuidade Removivel Descontinuidade Infinita

O limite existe mas f(a) ndo esta Pelo menos um dos limites laterais é
definida ou f(a) # limy_, f(x) | infinito

Descontinuidade de Salto Descontinuidade Essencial

Os limites laterais existem mas sdo Pelo menos um dos limites laterais
diferentes | ndo existe
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Alguns Resultados Importantes

Teoremas so

Theorem (Teorema do Valor Intermediario)

Se f é continua em [a, b] e k esta entre f(a) e f(b), entdo existe
c € (a, b) tal que f(c) = k.
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Alguns Resultados Importantes

Teoremas sot

Theorem (Teorema do Valor Intermediario)

Se f é continua em [a, b] e k esta entre f(a) e f(b), entdo existe
c € (a, b) tal que f(c) = k.

Theorem (Teorema de Weierstrass)

Se f é continua em um intervalo fechado [a, b], entdo f atinge seu valor
maximo e minimo nesse intervalo.
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Alguns Exemplos

Verifique a continuidade de f(x) = 1:
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Alguns Exemplos

Verifique a continuidade de f(x) = 1:

e Continua em R — {0}

@ Descontinua em x = 0 (descontinuidade infinita)
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Alguns Exemplos

Verifique a continuidade de f(x) = 1:

e Continua em R — {0}

@ Descontinua em x = 0 (descontinuidade infinita)

Estude a continuidade de:

(x) x2 sex<1
X) =
g 2x—1 sex>1
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Alguns Exemplos

Obrigado!

Davidas?

Email: cristian.coletti@ufabc.edu.br

Atendimento: Quintas-feiras, das 14:00
as 16:00 horas, na sala 817 do Bloco B.
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Funcoes de uma Variavel

Derivada: Motivacao, definicao e primeiros exemplos
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o Taxa de crescimento populacional

o Velocidade média e instantanea

0 Variagao de volume
0 Taxa de variacao meédia e instantanea

o Definicao de derivada

Exemplos



Taxa de crescimento populacio-
nal




Taxa de crescimento médio (ou relativo) populacional

0 Seja N(t) o numero de individuos de uma certa populagao.

0 Se t; < t, sao dois instantes de tempo, entao N(t;) e N(t,) denota o
tamanho da populagao nesses instantes de tempo.

o N(ty) —N(t,) € a variagao da populagao no intervalo de tempo [t, ;]



Taxa de crescimento médio (ou relativo) populacional

A razao
N(ty) — N(t,)
t,—1t
representa a variacao média da populagao por unidade de tempo no intervalo
[t ta].
Observacao
Definindo AN := N(t,) — N(t;) e At =t, — t, temos que t, = t; + At e que

N(ti+At)—N(t;) AN

At At




Taxa de crescimento instantanea de uma populacao

Exemplo

0 Considere uma populagao de bactérias em meio homogéneo,
N(t) =100 x 2t onde t > 0.

o Sejat; >0 et,=t,+ At (At pode ser positivo ou negativo). A taxa de
variacao meédia correspondente €

AN 100 x 2UtAt _ 100 x 2h
At At
¢  2At_1
= 100x2bxT

At



Taxa de crescimento instantanea de uma populacao

o Se At~ 0,AN = 0, entretanto

2At

S 100.20
At ’

~100.2%In(2).

0 A taxa de variagao populacional instantanea em t; € definida como sendo

l ol lim 100.2" 28 1
m — = m . —
At—o At At—0 At

= 100.2"In(2).



Velocidade média e instantanea




Velocidade média

o Considere uma particula que se desloca ao longo de uma linha reta
conforme o tempo muda.

0 Denote a posi¢ao da particula com relagao a uma posicao de referéncia O
por s(t).
o Neste caso a razao incremental entre t, e t,
As  s(ty) —s(ty)
Attt

representa a velocidade meédia entre t; e t,.



Exemplo: velocidade instantanea

O movimento de queda livre dos corpos proximos a superficie da Terra pode ser
descrito pela equagao

1
s(t) = ho + Vot + Egtz.



Exemplo: velocidade instantanea

O movimento de queda livre dos corpos proximos a superficie da Terra pode ser
descrito pela equagao

1
s(t) = ho + Vot + Egtz.

Observacao

o ho e vo sao a altura e a velocidade inicial, i.e t = 0.
o Consideramos um referencial vertical com sentido positivo para baixo.



Exemplo: velocidade instantanea

0 Se 0 corpo comegar em repouso Vo = 0 e definirmos a origem como a altura

inicial temos que hg = 0. Assim
1
s(t) = —gt>.
(t)=59

o Avelocidade média do corpo em queda livre entre t,; e t, é
As s(ty) —s(ty)

At t,—t;
39398
t, —t
_ 3g(t—t)(ta+ 1) )
t, —t

;
= 9(t+1t).



Exemplo: velocidade instantanea

Observacao
Escolhendo t, = t, + At
AS 1
;= S9(ti+At+t)
1

Entao

As 1
im — = |i —gAt =gt
A{Eo At A%mogt1+2g t=gt

representa a velocidade instantanea em t,.



Variacao de volume




Taxa de variacao do volume

Observacao
Nado é necessario que a variavel independente seja uma variavel temporal.

Exemplo

o Considere uma célula aproximadamente esférica em crescimento cujo
volume V(r) e fungao do raio. Neste caso

AV
Ar

representa a taxa de variagao média do volume.






Taxa de variacao do volume

o Sendo que V(r) = gnr3 vemos que a variacao do volume entre ro € ro + Ar €
AV = gﬂ(fo +Ar)3 — gmg.

0 Ataxa de variagao meédia do volume entre ro € ro + Ar €

AV 4ﬂ(ro+Ar)3—r§,
Ar 3 Ar
4 3réAr+3roAr?+ Ar3
= -7
3 Ar

— gn (3r3 +3roAr+ Ar?)



Taxa de variacao do volume

Como
AV 4
Ar 3" (3r5 +3roAr + Ar?)
vemos que se Ar ~ 0, entao
AV 4

— ~ =m3r? = 4nr3.
Ar 330 47lo

De fato, a taxa instantanea de variacao do volume em rq €

AV A
lim — = lim =7 (3r2 +3roAr+ Ar?
A = Al o Eerenirer A

= 4rg.



Taxa de variacao media e instan-
tanea




Quociente de Newton (Razao incremental)

De modo geral,

Sejaf:(a,b) c R — R uma fungao.

O

Sejam xo,x € (a,b).

|

O

O quociente de Newton é

Af _ f00—f(x0)

AX X—Xo

0 AX =X —Xo € o incremento da variavel independente entre xo e x.

Af =f(x) —f(xo0) € o incremento correspondente da variavel dependente.

O



Quociente de Newton (Razao incremental)

O quociente

Af  f()—f(x)

AX X—Xo
_ X +AAX))(—f(xo) (X = Xo 1 AX).

representa a variagao média entre x, € X.

o O quociente & f é chamado de taxa de variagao média.

m ﬁf( tambéem é chamado de quociente de Newton ou razao incremental.



Taxa de variacao instantanea

De um modo geral, definimos a taxa de variagao instantanea por

. f(Xo+Ax) —f(Xo)
AI)LEO AX ’

ou, de forma equivalente, por

i F00=F(x0)

X = Xo + AX).
X—Xo X—Xo ( O+ )

Observacao

Veremos a seguir que a taxa de variagdo instantdnea em x, nada mais é que
a derivada de f em xo.



Definicao de derivada




Diferenciabilidade

Definicao
Sejaf:(a,b) — R uma funcdo e seja c € (a,b). A funcao f e diferenciavel em c
se

o f0)—£(©)

X—C X—C

existir. Quando este limite existe, ele e denotado por f'(c) e e chamado a
derivada de f em c. Se f for diferenciavel em cada ponto de seu dominio,
diremos que f é diferenciavel.



Diferenciabilidade

Observacao
Se f for diferenciavel em c, entdo



Definicao da Derivada

/.

A\



Definicao equivalente de derivada

Sejaf:(a,b) - R uma funcao, c € (a,b) efacah=x—c. Logo,x=c+he
h — 0 <= x — c. Fazendo as substituicoes adequadas temos que

o) = tim WSO

se o limite existir.



Exemplo: fun¢ao constante

Seja f(x) = K. Logo,

Flo = m (EXNAQ
_ o KK
N hToT

= l|lim —
h—oh
= |limo
h—o
= 0.

Logo, f'(c) = o0 para qualquer c € R.



Exemplo: x3

Seja f(x) = x3. Logo,

f(c+h)

f(c)
h—o h

3_.3

— im (c+h)—c

h—o h

. c34+3cth+3ch*+h3-¢3
= lim

h—o h

. 3c2h+3ch?*+h3
= |im

h—o h
h(3c¢?+3ch+h?)

fi(c) = lim




Exemplo

Entao
f'(c) = lim3c®*+3ch+h?
h—o

2

= 3C°.

Desta forma, f’(c) = 3¢? para qualquer c € R.



Exemplo /x

Seja f(x) = v/x e ¢ > 0. Logo,

h—o h
_ L VeRh-ye
B heo h
_ g [VYeth—vE) [Verht e
" h—o h \/c—|——h+\/E

- 1.(5) ()



Exemplo

Concluimos que

1
= |lim ———

h—ov/c+h++/C
Logo,

para qualquer ¢ > 0.
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0 Definicao de derivada
Exemplos

Notacao

0 Propriedades
Derivadas laterais

Diferenciabilidade e continuidade

Exemplo

0 Interpretagcao geometrica



Definicao de derivada




Diferenciabilidade: Revisao

Definicao
Seja f: (a,b) — R uma funcgdo e seja c € (a,b). A funcao f é diferenciavel em c
se

o f0)—£(©)

X—C X—C

existir. Quando este limite existe, ele e denotado por f'(c) e e chamado a
derivada de f em c. Se f for diferenciavel em cada ponto de seu dominio,
diremos que f é diferenciavel.



Definicao equivalente de derivada: Revisao

Sejaf:(a,b) - R uma funcao, c € (a,b) efacah=x—c. Logo,x=c+he
h — 0 <= x — c. Fazendo as substituicoes adequadas temos que

o) = tim WSO

se o limite existir.



Exemplo

Seja

h(x) = { X?sen(3) ifx#o0

(o} if x=o0.

0.5«

0.25 | h (X)

05



o Vamos estudar a diferenciabilidade da fun¢ao h no ponto x = o.
o Observe que para cada x # 0

h(x)—h(0) _»*sen(3) (1) _
_ X

X—0 X




Exemplo

o Observe que



Pergunta

A funcao u definida por

u(x) — { xsen(3) ifx#o0

] o if x=o0.

é continua quando x = 0? E diferenciavel quando x = 0?

o Resposta: Exercicio.
0 Dica: Estude detalhadamente o exemplo imediatamente anterior.



Notacao

0 Notagao de Fermat: A derivada de f em c € denotada por

f'(©).
0 Notagao de Leibniz: A derivada de f em c é denotada da seguinte forma

af
dx

X=C



Notacao

o Defina
Dom (f') := {x € Dom (f) : f & diferenciavel em x}.

o Defina f': Dom (f') — R tal que
f'ixef(x).

o f’ recebe o nome de fungao derivada (primeira) de f ou de derivada
(primeira) de f.



Notacao

o Exemplo: Seja f : [0,+) — R dada por f(x) = v/x. Entdo, f’ : (0,+) - R €
dada por
1
f'(x) = m
o Se f(x) =k, entao f’(x) = 0. Aqui, Dom(f’) = R.
o Se f(x) = x3, entao f'(x) = 3x%. Aqui, Dom(f’) = R.



Notacao

o Podemos denotar f'(x) por
af
dx’
o Exemplo: Seja f : [0,+) — R dada por f(x) = v/x. Entao,
df 1

dx — 2yx’



Propriedades




Derivada lateral direita

Definicao
Sejaf :(a,b) — Resejaxo € (a,b). Diremos que f é diferencidvel a direita em Xo se

existe € € finito o limite
i X)—T(X
P00~ f(xo)
x—xg ~ X—Xo

O valor deste limite é denotado por f! (Xo).



Derivada lateral direita

Observacao
Fazendo h = x — xo concluimos que
f_/|_(XO) _ lim f(X) _f(XO)

x—xg  X—Xo

o foth) —f(x)

h—o+* h



Derivada lateral direita: Exemplo

Seja

Xx—1 ifx>1
1—x ifx<n

anv—uz{

w(x)—w(1)
x-1

o Vamos calcular w/, (1) = limy_,,+

0 Observe que se x — 17 ,x >1e w(x) =
X—1.




Derivada lateral direita: Exemplo

o Por fim,

x—1t X—1

ow, (1)="1.



Derivada lateral esquerda

Definicao
Sejaf:(a,b) — R e sejaxo € (a,b). Diremos que f € diferencidvel a esquerda em Xo

se existe e € finito o limite
0= f(x)

x—xg X—Xo

O valor deste limite é denotado por f’ (Xo).



Derivada lateral esquerda

Observacao
Fazendo h = x — xo concluimos que

flxo) = lim =—————=




Derivada lateral a esquerda: Exemplo

Retomamos
Xx—1 ifx>1
w(x)=[x—1| = .
1—x ifx<n1
I (a) — w(x)—w(1)
o Vamos calcular w’ (1) = limy_,;- ==——.
0 Observe quesex - 17, x<1ew(x)=1—Xx.



Derivada lateral a esquerda: Exemplo

o Por fim,
—w(1
W) = lim YW
X—1" X—1
. 1—X
= Im —=-—

x—=1-X—1



Diferenciabilidade e derivadas laterais

Teorema
f e diferenciavel em x, se, e somente se, f' (Xo),f’ (Xo) existirem e

fJ/r(Xo) =f’ (xo).

Neste caso f'(xo) = f'.(Xo) = f’ (Xo).

Observacao

Uma forma equivalente de enunciar o resultado acima é f é diferenciavel em
Xo Se, e somente se, f' (Xo),f’ (Xo) existirem e

NS CO R (S (I

x—=xg X—Xo x—Xy X —Xo

:f/(XO)) :



Pontos de nao diferenciabilidade: Exemplo

Ix —1| nao é diferenciavel em x =1

Seja
Xx—1 ifx>1
1-x ifx<n.

w(x) =[x —1| :{

H ! /
o Vimos que W/, (1) =1# —1=w_(1).
o Podemos concluir que w nao é diferenciavel em 1.

Exercicio: Verifique que |x| nao é diferenciavel em o.



Derivadas laterais e diferenciabilidade: Exemplo

Seja

x2—2x+5 ifx>o0
g(x) =

5—2X if x <o.

o Vamos verificar que g(x) é diferenciavel na origem, i.e. em x = 0.

o Faremos isso calculando as derivadas laterais e verificando que ambas
existem e que seus valores coincidem.



Derivadas laterais e diferenciabilidade: Exemplo

o Observe que quando x — 0", x > 0 e g(x) = x> —2x +5.

O

gh(0) = lim

o g, (0)=—2.



Derivadas laterais e diferenciabilidade: Exemplo

o Observe que quando x —+ 0~ ,x <0 e g(x) =5—2x.

O

/ o 9(x)—g(o)
9-(0) = xlncf)]* X—0
= lim (5-2x) -5
X—0~ X
= lim —2=-2
X—0~

o g (0)=—2.
o Como g/, (0) = —2 =g’ (0) concluimos que g'(0) = —2.



Propriedades

Teorema
Se f e diferenciavel em c entdo f é continua em c.
Demonstragao.

Devemos verificar que limy_,cf(x) = f(c). Observe que, se x # c,

c
(x—c)+f(c).
Fazendo x — ¢,

limf(x) = lim 00 =1(¢)

X—C X—C X—C e CRiiE)

= f'(c).0+f(c)=f(c)



Contraexemplo

Observacao

o Vimos que se uma funcgao e diferenciavel em um ponto entdo ela é continua
nesse mesmo ponto.

o A reciproca ndo é necessariamente verdadeira. Por exemplo, a fungdo
w(x) = |x — 1| e continua em toda parte; no entanto ela nao é diferenciavel
em 1.



Derivadas laterais e diferenciabilidade: Exemplo

Seja

h(x) =

ax+b if x < —1
ax3+x+2b ifx>—1.

0 Vamos verificar se existem valores de a e b para os quais h(x) €
diferenciavel em x = —1.

o Faremos isso calculando as derivadas laterais e verificando que ambas
existem e que seus valores coincidem.



Derivadas laterais e diferenciabilidade: Exemplo

o Se h é diferenciavel em —1 entao h é continua em —1. Devemos ter

lim h(x) = h(—1).

X——1

o Observe que

lim h(x)=—a—1+2b, lim h(x)=—a+b,h(—1)=—a+b.

x——1*t X——1"

o Assim, —a+b=-a—1+2boub=—-1+2b. Logo b=1.



Derivadas laterais e diferenciabilidade: Exemplo

o Para encontrar o valor de a vamos calcular as derivadas laterais e
determinar a equacao resultante.

O
ax—+1—(—a+1 a(x+1
h' (=1) = lim FI=(ECT) lim be+ ):a
X—=—1" X—(—1) x=-1" X+1
O
ax3+x+2—(—a+1 ax3+x+1+a
Ho(—1)= lim PEEXH22(2a41) o @C+xF1+

x——1t x—(—1) x——1t X+1



Derivadas laterais e diferenciabilidade: Exemplo

Observe que

|

ax3+x+1+a  a(x3+1)+(x+1)

=a(x® —x+1)+1

X+1 X+1
o Entao
. (—1)= lim a(xX*—x+1)+1=3a+1
X——1F
0 h,(—1)=h"(—1)se esdsea=3a+1. Logo, a=—3.

o Conclusao: h é diferenciavel quandoa=—J e b=1.



Interpretacao geometrica




Quociente de Newton: Coeficiente angular da reta secante

O

Sejaf:(a,b) c R — R uma funcao e faga y = f(x).

a

Sejam Xo,x € (a,b).
O quociente de Newton é

|

Ay :f(x)—f(xo)

AX X—Xo

0 AX =X —Xo € 0 incremento da variavel independente entre x, e x.
Ay = f(x) —f(xo) € o incremento da variavel dependente.

O



Quociente de Newton: Coeficiente angular da reta secante

Quando x = x4, a variacao media

f(x1) = f(Xo)
X1 —X
b f(z1)
representa o coeficiente angular da

reta secante ao grafico de f(x) pas- F(z0)
sando pelos pontos Py = (Xo,f(X0)) €

Pi = (X4,f(X1)).

]
0 Ly



Quociente de Newton: Coeficiente angular da reta secante

A equacgao da reta secante s(x) ao grafico de f(x) passando pelos pontos
Po = (Xo,f(X0)) € P1= (x1,f(x1)) & dada por

f(x1) —f(Xo)

s(x) =
(%) X Xe

(X —Xo) +f(Xo)-



Quociente de Newton: Coeficiente angular da reta secante

Observacao

0 Ainclinagdo da reta secante s(x) ao grafico de f(x) passando pelos pontos

Po = (Xo,f(X0)) € P1 = (x1,f(x1)) €
f(X1)_f(Xo).

X1 —Xo

0 $(xo) = LT (¢, x0) + (o) = (o).
0 s(x) = [ETLO) (x, — x0) +f(x0) = f(xa)-



Equacao da reta tangente

o Agora estudamos o comporta-
£z}

mento do quociente de Newton
% — f—(x))(:f(g"") quando Ax — 0 (X —

Xo)-

f(zo)




Equacao da reta tangente

0 Quando Ax — 0 o ponto (x,f(x))
tende ao ponto (xo,f(Xo0)), €

0 A reta secante tera como posi¢ao
limite a reta tangente a curva f(x)
passando por (Xo,f(Xo0))-




Equacao da reta tangente

Definicao
Seja f uma funcgao diferenciavel em xo. A equagdo da reta tangente a curva
f(x) que passa pelo ponto (xo,f(Xo)) € dada pela formula

t(x) = f'(Xo) (X —Xo) +f(Xo)-



Equacao da reta tangente

Observacao

O

t(xo) = f'(xo)(Xo—Xo)+f(Xo)
= f(Xo)-



Equacao da reta tangente: Exemplo

o Calcular a equagao da reta tangente a curva f(x) = v/x que passa pelo
ponto (4,2).

o A equagao desta reta tangente é
t(x) = f'(4)(x — &) +f(&).

o Sendo que f(x) = vX, f'(x) = =*~. Entao, f'(4) = 1/2+/4 = 1/4. Sendo que
f(4) =2 concluimos que

t(xX)=1/4(x—4)+2=1/4Xx+1.
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Derivada de ;;
Derivada de sen(x)
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Derivada de x"




Derivada de x"

Sejaf(x)=x",0#4neN.
Queremos calcular f'(c), onde c € R.

O

|

|

Observe que

O

fle+h)—f(c)

Para calcular f'(c) devemos estudar o quociente fleth)=7(0)

h

(c+h)"—c"

h

o (c+h)" =? = Bindmio de Newton.

h

(1)



Derivada de x"

o O teorema do bindmio de Newton nos permite escrever
n n n—1 n(n_1) n—2p2 n
(c+h)"=c"+nc h+Tc h®>+...+h".
o Observe que
n n n—1 n(n_1) n—2p2 n
(c+h)"—c" = nc h+TC h*+...+h

— h (nc“‘1 +mc”‘2h+...+h”‘1) .
2



Derivada de x"

o fle+h) —£(c)
h—o h
n__ ~n
i (c+h)"—c
h—o h
h( neh—1 4 (n n(n=1) cn-2p+ .+h”_1>
[im
h—o h

h—o
nc" 1.

lim (nc”‘1 + Mc”‘zh+ .
2

+hn—1>



Derivada de x"

Conclusao
Sef(x)=x",xeReo+#neN entao

10 = X"



Derivada de x*

Sejaf(x) =x* a € R e seja 0 #ce Dom (f).

f'(c)

_(c+h)*—c®
[im ———
h—o h
lim c
h—o h
c® 1 lim
h—o h/C
c* 1 lim
y—0 y

oc® 1.

o(1+h/c)%—1

(1+y)*—1

(1+h/c)* —1

(y:=h/c)



Derivada de x“

No calculo anterior usamos que

m ————— = «.
y—0 y

De fato, fazendo e? :=1+y tem-se que z — 0 quando y — 0. Entao

. (14y)*—1 . e% 1
[im & = lim
y—0 y z—0 eZ—1

_ e%? 1 Z
= lim X
z—0 V4 eZ—1

= In(e%) =a. (2)




Derivada de x“

Observacao
No calculo anterior usamos que

a‘—1
lim =In(a)
Z—0 V4

com a = e%.



Derivada de x“

Conclusao
Sef(x)=x*,a e Reo+#xc Dom (f) entdo

£10) = o~



Derivada de x*: Exemplos

A funcao f(x) = /x5 = x5/3 esta definida em R, é diferenciavel e o valor da sua

derivada é
() = (o) 0

5)(5/3*‘I — §X2/3
3 3

— 2.
3



Derivada de x*: Exemplos

A funcao f(x) = /x esta definida em (0,), & diferenciavel em (0,0) e o valor da
sua derivada e

!/
(vVx)' = <x1/2> (4)
1X1/2—1 _ 1X_1/2
2 2

2%



Derivada de ;




Derivada de 1/x"

Considere a funcao f(x) = 1/x" e seja ¢ # 0. Para calcular o valor da derivada de
f no ponto c devemos estudar o seu quociente de Newton. Veja que

flcrh)~f(o) _ @hp @
h h
c"—(c+h)"
(c+h)nen
h
(c+h)"—c" 1

T T h (et )




Derivada de 1/x"

Entao

Q) - tim FEEN =1

h—o h
— _(c+h)"=C" 1
h—o h (c+h)ren
ncn—'l
- B Cncﬂ

ncn+1.



Derivada de 1/x"

Conclusao
Se f(x) =1/x" e x # 0 entdo




Derivada de sen(x)




Derivada de sen(x)

Se f(x) = sen(x) entao pela identidade trigonométrica para o seno da soma de
dois angulos temos que

f(c+h)—f(c)

o = f!lno h
— i sen(c+h) —sen(c)
h—o h
— i sen(c)cos(h) +sen(h)cos(c) —sen(c)
h—o h

~ Jim <sen(C)Cos(7’)_1 —i—senh(h)cos(c))

h—o

= cos(C).



Derivada de sen(x)

No calculo anterior fizemos uso do limite fundamental
h
jim S22 _
h—o h

e do fato que
. cos(h)—1
lim —————

= 0.
h—o h



Derivada de sen(x)

No calculo anterior fizemos uso do limite fundamental
h
jim S22 _
h—o h

e do fato que

. cos(h)—1
im —-——

h—o h
A seguir faremos o calculo desse Ultimo limite. Observe que

cos(h)—1  cos(h)—1 (cos(h)+1

h h cos(h)+1

cos?(h) —1 1
h cos(h) +1

=0.




Derivada de sen(x)

Como sen?(h) +cos?(h) = 1temos que

cos(h)—1  —sen?(h) 1
h B h  cos(h)+1
_ sen(h) —sen(h)
h  cos(h)+1 (6)
Passando ao limite temos que
. cos(hy—1 . sen(h) —sen(h)
™ h =A™ h cos(h)+1

= 1X0
= 0.



Derivada de sen(x)

Conclusao
Se f(x) =sen(x) e x € R entdo

f'(x) = cos(x)

Exercicio Calcule a derivada de cos(x).

Dica Estude detalhadamente o exemplo anterior.



Derivada de a*




Derivada de a*

Considere a funcgao f(x) = a* com a > 0. Se c € R, entao

fl(c) = IimT_

Observe que fizemos uso do limite fundamental

h
a’ —1
[im =In(a
h—o h ( )




Derivada de a*

De fato, fazendo y = a" —1(h = log,(y + 1)), temos

lim a" 1 [im y
| — - <
h—o h y—0logg(y +1)
-1
— im (M)
y—0 y
1
= [ 1y
= ylgno (Ioga(y+1) ) (7)

-~ (aia)

= In(a).



Derivada de a*

Conclusao
Sef(x)=a*coma>oexeR,entdo

f'(x) = a*In(a).
Em particular, se g(x) = e¥ e x € R, entdo a sua derivada é
g'(x)=e

jaqueln(e)=1.



Derivada de In(x)




Derivada de In(x)

Seja f(x) = In(x) e considere ¢ > 0. Entao

flerh) (O _

h




Derivada de In(x)

Observacao

h

Fazendo y = 7 vemos que y — 0 quando h — o.

Logo
Q) = tim TEEN A

h—o h

e
|n(‘|—|—%> ‘
= |lim ——F—

h—o C
1y
= lim —In(1+y)
y—0 C
In(e) 1

C C




Derivada de In(x)

Conclusao
Se f(x) =In(x) e x > 0 entao

f'(x)

> | =
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