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Introducao

No capitulo anterior abordamos o problema: dada uma fungao
f(x), achar a derivada de f(x).

Neste capitulo abordamos o problema inverso: Dada uma
funcao f(x) achar uma fungao F(x) tal que

Slide 135/177 — Coletti - Yepes — Fungdes de Uma Variavel — August 18, 2014



UFABC UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC: CMCC

Primitivas ou Antiderivadas

Definicao
Uma fungéo F definida em um intervalo | € denominada uma
primitiva (ou antiderivada) de uma outra fungdo f se

F'(x) = f(x) ®)

para cada x € I.
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Exemplo: Achar uma primitiva de f(x) = x3°. Levando em

consideracao a regra de derivagao da poténcia propomos

como antiderivada da funcao f(x) a funcao F(x) = "%0. De fato,
x40—1

40

F(x) = 40
= x%9

Observacao: Observe que se ¢ é uma constante qualquer
entdo F(x)+c= 40%) + ¢ também é uma primitiva de
f(x)=x39.
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Teorema

Se F; e F, sdo duas primitivas da fungéo f(x), entao existe
ceR tal que Fi{(x) = Fo(x) +c.

Definigao
Se F(x) é uma primitiva de f(x), a expressao F(x)+ C é
chamada integral indefinida da fungéo f(x) e € denotada por

Jf(x)dx.
Desta forma, temos que

Jf(x)dx: F(x)+c
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Tabela de Integrais

ldx: In(|x])+ C.
X

sin (x) dx = —cos(x) + C.
cos (x) dx =sin(x) + C.

sec? (x) dx =tan(x)+ C.

’
J sin®(x)

@ @ 6 © © ©

dx = —cotan (x) + C.

cMCC
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Tabela de Integrais

“tan (x)dx =—In(|cos(x)|)+C.
h cotan (x)dx =In(|sin(x)])+C.

efdx=¢e"+C.

a“dx =

1
| H—dex =arctan(x)+ C.

1 1 X
] mdx = 5 arctan (5) + C.

® &€ 8 ® © ©

cMCC
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Tabela de Integrais

® unﬁdx:zlaln( g)+c_

@ :ﬁdx:arcsin(ch.

® : \/ﬁdx =arcsin (g) +C.

® un\/ﬁdx: In (’x+ \/MD LC.

9
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Propriedades

Das propriedades da derivada temos a seguinte propriedade
da integral indefinida.

Teorema

J(ﬁ (x)+fa(x)) dx :Jf1 (X)dX+Jf2(X)dX.

Também, das propriedades da derivada temos a seguinte
propriedade da integral indefinida.

Teorema

Jaf(x)dx = aJ f(x)dx.

9
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Calculo de Primitivas

Observacao: Se Jf(x)dx = F(x)+c, entéo

Jf(ax)dx - éF(ax) te.

De fato, isto pode ser comprovado facilmente calculando a
derivada da expressao do lado direito na equagéo acima.

1 ! 1., ,
(EF(ax)Jrc) = EF(ax)(ax)

1
= —f
2 (ax)a

= f(ax).
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Calculo de Primitivas

Observacao: Se

Observacao: Se

J

J

f(x)dx = F(x)+ ¢, entédo
f(x+b)dx =F(x+b)+c.

f(x)dx = F(x) + ¢, entao

Jf(ax+b)dx: %F(ax+b)+c.

Observacao: Recomenda-se ndo decorar cada um dos casos
e sim apoderar-se deles através da exercitagao.

R
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Calculo de Primitivas

Exemplo: Calcule a primitiva de f(x) = 3x* —sin(x)+6——

: V"
Resolucao:
J3x4—sin(x)+6de = JSX“—Jsin(x)+6JL
Vax \/ﬂ
= gxf’—( cos(x +—\/4x+c
= gx +cos(x)+3v4x—+c.
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Calculo de Primitivas

Exemplo: Calcule a primitiva de f(x) =cos(2x+1).
Resolucao:

1.
Jcos(2x+ 1)dx = Esm(2x+1)+c

Exemplo: Calcule a primitiva de f(x) =
Resolucao:

1
X+1"

1
deX—anX‘f‘”)‘i‘C
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Método de Substituicao

Assuma que F(x) seja uma primitiva de f(x) e que g(x) seja
uma funcao diferenciavel. Logo, F(g(x)) é uma primitiva de
f(g(x))g'(x) ja que

(Flg(x) = F'(gx)d (x)
fla(x))g'(x).

Desta forma, se Jf(x)dx = F(x), entdo

Jf(g(x))g’(x)dx = Flg(x)).
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Método de Substituicao

Escrevendo u = g(x) e notando que Jf(u)du = F (u) temos
que

jf(g(x))g'(x)dx =Jf(u)du.

A férmula acima é conhecida como método de Substituicao e a
enunciamos a seguir.

Método de Substituicao: Se f é uma fungao que tem uma
primitiva F e g for uma funcéao diferenciavel, entao

Jf(g(x))g’(x)dx = Jf(u)du,

onde

u=g(x). @
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Método de Substituicao

Exemplo: Calcule J(2x+ 1) e+ x1dx.

Seja u=x?+x—1. Logo, ¥ =2x+ 1. Pelo método de
substituicdo, concluimos que

J\(2X+ 1 ) eX2+X71 ax = J'eudu — eu + C= eX2+X71 4 C.

9
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Método de Substituicao

Exemplo: CalcuIeJ sin(x)cos(x)dx.

Utilize a substituicdo t = sin(x). Logo, < dx =cos(x) e temos que
J sin(x)cos(x)dx = J\/fdt
_ 230
= 3t +c

= gsine‘/z(x) +c
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Método de Substituicao

X
Exemplo: Calcule JH_—dex.

Observe que (1+x2)" =2x. Utilize a substituigao t = 1 + x2.
Logo, & =2x e temos que

X
J1+—x2dx =

9
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Método de Substituicao

Exemplo: Calcule Jsins(x)dx.

Observe que sin®(x) = sin?(x)sin(x) = (1—cos?(x)) sin(x).
Utilize a substituicado t = cos(x). Logo, % = —sin(x) e temos
que

Jsin3(x)dx - J(1—cosz(x))sin(x)dx
- —J<1—t2)dt
= t—(%t3)+c

= — <cos(x) —%cos%x)) +c

N U P
= 3cos (x)—cos(x)+c. @
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UFABC

Integral definida

Nesta parte do curso vamos abordar o problema de encontrar
a area sob uma curva. Comecamos considerando fungdes
f:[a, b] — R continuas e ndo negativas.

¥

Figure: Area sob a curva.
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Aproximacédo da area

Vamos chamar a regido sob a curva de Ry. Resolveremos o
problema de encontrar a area sob a curva aproximando a
regido Ry por uma uniao de retangulos e, entdo, aproximamos
a area Ry pela soma das areas destes retangulos.

¥

| fix)
X
.

Filos b

Figure: Aproximagéao da regido sob f(x) por retangulos.
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Aproximagao da Area

Uma forma simples de obter uma aproximagao deste tipo € a
seguinte:

+ Dividir o intervalo [a, b] em subintervalos menores cada
um dos quais servira como base de um retangulo.

* Logo, aproximamos f em cada subintervalo por uma
constante apropriada que sera a altura do retangulo
correspondente.

Por fim, a soma das areas dos retdngulos assim obtidos da
uma aproximacgao da area da regiao R;.
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Integral Definida

Somas de Riemann

A seguir damos algumas definicdes necessarias.

Definicao

Uma particdo P de um intervalo fechado e limitado [a, b] é um
conjunto finito de pontos {xg, X1, ..., X} tal que
a=Xp<Xxy<...<xp=>h.

Os subintervalos [x;_1, x;] formam a bases dos retangulos que
aproximam a regido Ry. Denotamos por Ax; ao comprimento
deste intervalo. Logo,

AX,‘ =Xi—Xj—1.
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Integral Definida

Somas de Riemann

Aproximagéao de f em cada subintervalo: Para aproximar f em
cada um destes subintervalos escolhemos um ponto qualquer
X7 € [xi_1,X] e utilizamos o valor f(x) como altura do
retangulo cujabase é o sublntervalo [Xi—_1,X]. A area do
retangulo com base [x;_1, x;] e altura f(x;*) é f(x;)Ax;. A soma
destas areas é dada por

Zf )AX; (4)

e é chamada Soma de Riemann para f sobre o intervalo [a, b]
associada a partigao P.

8
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Integral Definida

Observacao: Intuitivamente, se acrescentarmos mais pontos
a particao P obteriamos uma melhor aproximacao da area da
regidao Ry. De fato esperamos que, quando n — oo, tenha-se

que
n

Area(Ry) = lim Y f(x})Ax;. (5)
n—oo 1
Para facilitar os calculos vamos trabalhar com partigées do
intervalo [a, b] formadas por subintervalos de igual
comprimento.
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UFABC

Desta forma, para qualquer particdo P ={xo, ..., X} deste tipo,
qualquer subintervalo [x;, x;_1] tem 0 mesmo comprimento.
Assim, X;—Xj_1 = b;na. Sendo que xp = a e que x, = b temos
que

=0+ 058 = a2t

“Xo=x1+28=a+2b-28

Assim, pode-se ver que

Xj=a-+i
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Teorema

Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua. Seja P, ={Xy, ..., Xn}
uma sequéncia de particdes do intervalo [a, bl em n
subintervalos de comprimentos iguais Apx = b%a. Entéao, para
qualquer escolha de pontos x;* € [x;_1, X;] tem-se que

n
lim f(x")Apx = L.
n—oo
i=1
Observacao: Note que o limite acima independe da escolha
de pontos x;. O valor de L é o que se conhece como integral

definida de f entre ae b.
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Definicao
Seja f: [a, b] — R uma fungédo continua. Seja P, ={xo, ..., Xn}

uma sequéncia de particdes do intervalo [a, bl em n

subintervalos de comprimentos iguais Anx = 2-2. Ent&o, para

qualquer escolha de pontos x;* € [x;_1, x;] a integral definida de
b

f entre a e b, que denotamos porJ f(x)dx, é definida por
a

b n
J f(x)dx = lim f(X?)Anx.
a n—oo i1
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b

Sendo que o valor de J f(x)dx independe da escolha dos
a

pontos x e que Apx = b;na temos que se f: [a,b] — R é uma
fungé@o continua, entéo
n

. b—a
* [afladx = lim == flxiq).
i=1
b—ag
* [afldx = lim == 3 f(x).

i=1
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Célculo de Integrais pela Definicéo.

Célculo de ja xaXx.

Vamos calcular ja x)dx onde f(x) = x. Seguindo a definicao,
consideramos a particdo P ={xo, ..., Xn} dada por
Xo=a,...,xj=a+i?-2 .. x,=b. Entdo, temos que

b n
J xdx = lim b—a f(x;)
a n—oo N 4

i=1

a b—a

= Ilmb— fla+i—)
n—oo n ‘1 n

. b—ag < .b—a)
= |lim — a+i
i=1 n

n—oo N

= g 22 (e (557) 2 8
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Como

. b—a b—a\ n(n+1)\ E
JL%T("“( n ) 2 )—“’—a)(‘” 2 )

concluimos que

xdx =
a 2

b2—32
5 .

Jb (b—a)(a+b)

9
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Area sob a curva

Vamos ver que a area sob uma determinada curva continua,
nao negativa f(x) € dada pela integral da funcao f entre os
pontos a e b.

Sabemos que o valor da integral € dado pelo limite da soma de

Riemann e que o limite ndo depende da escolha de
x* € [xi—1,x]. Logo,

b
J f(x)dx = lim Zm,Anx (6)

a n—oo

onde m; :=min{f(x): x € [x;_1, X]}.
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Da mesma forma,

b
J f(x)dx = lim ZMA,,X

a n—oo
onde M, :=max{f(x): x € [xj_1,Xx]}.

E imediato que se a area de Ry esta bem definida entao

Zm,Anx Area(Ry) < ZMA,,X

i=1 i=1

Uma figura pode ajudar a convencer-se deste fato.
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De fato, a desigualdade anterior fica evidente na seguinte

figura:
f /
o g S p
£ £
o 4 B % o & b =

Figure: Aproximagao da area da regido Ry pela soma das areas dos
retangulos.

Dada a discussao anterior a seguinte definicao é natural. @
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Integral Definida: Area sob a curva

Definicao

Assuma que f: [a, b] — [0,00) é uma fungdo continua. Entao, a
drea sob a curva f(x), por cima do eixo x e entre as retas

X =a e x = Db é definida como sendo

i b
Area(Ry) ::J f(x)dx.

a

Frn= _|‘ S(x).dx

\_F/)’ = fix)
| Xx=a x=h w
Figure: Area da regido R. @

Slide 168/177 — Coletti - Yepes — Fungdes de Uma Varidvel — August 18, 2014



Propriedades da Integral Definida

Teorema

Sejam f e g duas fungbes continuas em [a, b], seja C € R uma
constante qualquer e seja a< m < b. Entao,

b b

O | Cfx)dx = CJ f(x)dx.

Ja a

b

o (f(x)+g(x))dx=j

Ja a

b
f(x)adx + J g(x)dx.

a

b

b b
O | gx)dx< J f(x)dx desde que g(x) < f(x) para cada
3(36 [a, b]. :
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Area entre duas curvas
Se f e g séo fungdes continuas em [a, b] e g(x) < f(x) para
cada x € [a, b] entdo 0 < f(x) —g(x) é continua em [a, b].

y
y =f(x)
y =g(x)
0 a b
Figure: Area entre duas curvas. @
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Se P={xp, ..., Xn} € uma particao de [a, b] em subintervalos de
igual comprimento, entdo a soma de Riemann
n
> (F(x) —g(x)) Anx
i=1
€ uma aproximacao da area entre as curvas f(x) e g(x).

y=a(x) A

Figure: Aproximacao da area entre duas curvas por retangulos. @
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Como a fungéo f(x) — g(x) € continua em [a, b], o limite da
soma de Riemann acima existe. Agora, como f é ndao negativa
em [a, b] € natural definir a area entre as curvas f(x) e g(x),
denotada por A(f,g), como sendo

b
Af.g) = j (F(x) — g(x)) dx.

a
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Aplicacdes da Integral Definida

Célculo do trabalho

Na Fisica h& aplicag6es interessante da integral definida.
Calculemos o trabalho exercido por uma forga F sobre um
corpo desde um ponto a até um ponto b.

Assuma que devido ao efeito de uma forga F sobre um corpo,
este se desloca desde um ponto a até um ponto b e que a
direcao da forga coincida com a do movimento.

Observacao: Se a forga for constante, entao o trabalho € dado
pela seguinte expressao:

W=F(b—a).
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Assuma, agora, que a for¢a F varia continuamente de acordo
com a posicao do corpo. Agora, dividimos o intervalo [a, b] em

n subintervalos [x;_1, x;] de igual comprimento Apx = %. Em
cada subintervalo [x;_1, x;] aproximamos a forga F for F(x;")

para algum x* € [x;_1, X;]. Logo,
F(x)Anx

nos da uma aproximagao do trabalho feito pela forga F ao
longo do caminho entre x;_1 e x;.
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Desta forma, a soma de Riemann

Z F(x)Anx (7)
i=1
nos da uma aproximagéao do trabalho da forca F ao longo do
caminho entre ae b. A forga F é continua, entdo o limite da
soma de Riemann acima existe e define o trabalho da forca F
ao longo do caminho entre ae b.

Como o limite da soma de Riemann de uma fungao continua é
dado pela integral definida da fungéo entre os pontos a e b,
concluimos que o trabalho exercido pela forca F sobre um
corpo cuja direcdo coincida com a direcao do movimento é
dado por

W:JbF(x)dx.

; 8
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Método de Integracao por Partes

Sejam f(x) e g(x) duas fungdes diferenciaveis. Pela regra de
diferenciagéo do produto sabemos que

(Fx)g(x))' = F'(x)g(x) +f(x).g'(x).

Desta forma,
J (f’(x)g(x) + f(x).g’(x)) ax =f(x)g(x)+c.

Utilizando a linearidade da integral indefinida, temos que
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J f'(x)g(x)dx = f(x)g(x) — J f(x).g'(x)dx +c.

A férmula acima é conhecida como férmula de integragéo por
partes.

Exemplo: Calcule | xe*dx. Faga f'(x) = e e g(x) = x. Logo,
f(x) =¢e* e g'(x) =1. Entao,

Jxexdx = xeX—Jede

= xe¥—e*+c.
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