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Operacdes binarias

A adicdo de nameros inteiros pode ser vista como uma funcio associando a

cada par ordenado (a, b) de nameros inteiros o nimero inteiro a + b. A
multiplicacdo tem a mesma descricdo abstrata.
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Operacdes binarias

A adicdo de nameros inteiros pode ser vista como uma funcio associando a
cada par ordenado (a, b) de nameros inteiros o nimero inteiro a + b. A
multiplicacdo tem a mesma descricdo abstrata.

Definicdo

Seja A um conjunto n3o vazio. Uma operacdo binaria em A é uma
funcdo:
piAXA—A

Mais geralmente, dados A e B conjuntos n3o vazios, também chamamos
de operacdo binaria em A uma funcio:

pw:AxXB—A

.
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Se a e b sdo elementos de A, geralmente escrevemos ab em vez de p(a, b).
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Se a e b sdo elementos de A, geralmente escrevemos ab em vez de p(a, b).

Expressées como a- b, a+ b ou a * b s3o usadas para enfatizar o papel da
operacao.
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Se a e b sdo elementos de A, geralmente escrevemos ab em vez de p(a, b).

Expressées como a- b, a+ b ou a * b s3o usadas para enfatizar o papel da
operacao.

O par ordenado (A, 1) significa um conjunto n3o vazio equipado com uma
operacio binaria.
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Exemplos

Cristian F. Coletti (CMCC - Universidade Nameros e Sequéncias



Exemplos

@ As operacdes de adicdo, multiplicacdo e subtracio sdo operacdes
binarias em Z
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Exemplos

@ As operacdes de adicdo, multiplicacdo e subtracio sdo operacdes
binarias em Z

@ A divisdo ndo é uma operacio binaria em Z, pois 1 -2 e 1+ 0 ndo
sdo inteiros
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Exemplos

@ As operacdes de adicdo, multiplicacdo e subtracio sdo operacdes
binarias em Z

@ A divisdo ndo é uma operacio binaria em Z, pois 1 -2 e 1+ 0 ndo
sdo inteiros

© Adicdo, multiplicacdo e exponenciacdo sdo operacdes binarias em Z+
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@ As operacdes de adicdo, multiplicacdo e subtracio sdo operacdes
binarias em Z

@ A divisdo ndo é uma operacio binaria em Z, pois 1 -2 e 1+ 0 ndo
sdo inteiros

© Adicdo, multiplicacdo e exponenciacdo sdo operacdes binarias em Z+

@ Sejam X conjunto arbitrario e XX o conjunto de todas as funcdes
f: X — X. A composi¢do u(g,f) =g o f é operagdo binaria
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Cristian F.

As operacdes de adicdo, multiplicacdo e subtracdo sdo operacdes
binarias em Z

A divisdo ndo é uma operacio binaria em Z, pois 1 -2 e 1+ 0 ndo
sdo inteiros

Adicdo, multiplicagdo e exponenciacdo sdo operacdes binarias em ZT
Sejam X conjunto arbitrario e XX o conjunto de todas as funcdes
f: X — X. A composi¢do u(g,f) =g o f é operagdo binaria

O operador de intersecdo define operagdo binaria em p(X) (conjunto
das partes de X). Idem para unido
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Tabelas de Cayley
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Tabelas de Cayley

Quando A é finito (n elementos), uma opera¢do binaria pode ser
representada por tabela n x n (tabela de Cayley).
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Tabelas de Cayley

Quando A é finito (n elementos), uma opera¢do binaria pode ser
representada por tabela n x n (tabela de Cayley).

A= {P,I} (par, impar)

-~ |+

P
[z
/

"U\\

Expressa que soma de dois pares ou dois impares é par, e par + impar é
impar.

.

Cristian F. Coletti (CMCC - Universidade Ndmeros e Sequéncias



Exemplo
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Exemplo

Seja A= {a, b,c}. As tabelas definem operagdes binarias:
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Seja A= {a, b,c}. As tabelas definem operagdes binarias:

ul‘abc‘uz‘abc‘m‘abc
ala c blal|la b c|ala a a
b|b a c|b|b c a|b|a b c
clc b alc|c a bl c|a c b
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Seja A= {a, b,c}. As tabelas definem operagdes binarias:

ul‘abc‘uz‘abc‘m‘abc
ala c blal|la b c|ala a a
b|b a c|b|b c a|b|a b c
clc b alc|c a bl c|a c b

Temos:
@ ui1(b,a) = b (segunda linha, primeira coluna)
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Seja A= {a, b,c}. As tabelas definem operagdes binarias:

ul‘abc‘uz‘abc‘m‘abc
ala c blal|la b c|ala a a
b|b a c|b|b c a|b|a b c
clc b alc|c a bl c|a c b

Temos:
@ ui1(b,a) = b (segunda linha, primeira coluna)

e ui(a,b) =c, p2(a, b) = b, us(a, b) = a (primeira linha, segunda
coluna)
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Associatividade

Cristian F. Coletti (CMCC - Universidade Nameros e Sequéncias



Associatividade

Uma expressdo abc pode significar:

(ab)c = p(u(a, b),c) ou a(bc) = p(a, u(b, c))
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Associatividade

Uma expressdo abc pode significar:

(ab)c = p(p(a, b),c) ou a(bc) = u(a, u(b, c))
Para 1 do Exemplo anterior

(ba)c = bc=c, b(ac)=bb=a
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Associatividade

Uma expressdo abc pode significar:

(ab)c = p(p(a, b),c) ou a(bc) = u(a, u(b, c))
Para 1 do Exemplo anterior

(ba)c = bc=c, b(ac)=bb=a

Definicdo

Uma operacio binaria ;1 em A é associativa se:

a(bc) = (ab)c Va,b,c e A
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Exemplos
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Exemplos

@ Adicio e multiplicacdo sdo associativas em Z,Q,R,C

Cristian F. Coletti (CMCC - Universidade Nameros e Sequéncias



@ Adicio e multiplicacdo sdo associativas em Z,Q,R,C
@ Subtragdo em C n3o é associativa: se c #0, (a—b)—c# a—(b—c)
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@ Adicio e multiplicacdo sdo associativas em Z,Q,R,C
@ Subtragdo em C n3o é associativa: se c #0, (a—b)—c# a—(b—c)
© Potenciacdo em R n&o é associativa
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@ Adicio e multiplicacdo sdo associativas em Z,Q,R,C
@ Subtragdo em C n3o é associativa: se c #0, (a—b)—c# a—(b—c)
© Potenciacdo em R n&o é associativa

@ Composicdo de funcdes é associativa: paraf: X — Y, g: Y — Z,
h:Z—->W:

((fog) o h)(x) = h(g(f(x))) = (f o (g o h)(x)
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@ Adicio e multiplicacdo sdo associativas em Z,Q,R,C
@ Subtragdo em C n3o é associativa: se c #0, (a—b)—c# a—(b—c)
© Potenciacdo em R n&o é associativa

@ Composicdo de funcdes é associativa: paraf: X — Y, g: Y — Z,
h:Z—->W:

((fog) o h)(x) = h(g(f(x))) = (f o (g o h)(x)

A propriedade associativa permite escrever produtos de maltiplos elementos
sem parénteses: abcd.
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Elemento neutro

Cristian F. Coletti (CMCC - Universidade Nameros e Sequéncias



Elemento neutro

Definicio

Seja (A, ) com operagdo binaria. Um elemento e € A é elemento neutro
se:
ea=ae=a VYaceA
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Elemento neu

Definicio
Seja (A, ) com operagdo binaria. Um elemento e € A é elemento neutro

se:
ea—ae—=a VacA

Se existe, & Gnico: se e e e’ sdo neutros, entdo e = ee’ = ¢’.
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Elemento neu

Definicio
Seja (A, ) com operagdo binaria. Um elemento e € A é elemento neutro

se:
ea—ae—=a VacA

Se existe, & Gnico: se e e e’ sdo neutros, entdo e = ee’ = ¢’.

N3o ha identidade para subtracdo em Z: ndo existe e tal que
a—e=e—a=aVva
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Elementos inversos

Definicdo

Seja (A, ) com elemento neutro e. Se a € A, um elemento b € A é
inverso de a se:
ab=ba=-e

Cristian F. Coletti (CMCC - Universidade Nameros e Sequéncias



Elementos inversos

Definicdo

Seja (A, ) com elemento neutro e. Se a € A, um elemento b € A é
inverso de a se:
ab=ba=-e

Proposicao

Se y1 é associativa e tem elemento neutro e, entdo cada elemento tem no
maximo um inverso.
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Elementos inversos

Definicdo

Seja (A, ) com elemento neutro e. Se a € A, um elemento b € A é
inverso de a se:

ab=ba—==¢

Proposicao

Se y1 é associativa e tem elemento neutro e, entdo cada elemento tem no
maximo um inverso.

Demonstracido: Se &’ e 3’ s3o inversos de a:

a = a'e = a/(aa//) = (a/a)a// = ea” = a//
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Elementos inversos

Definicdo

Seja (A, ) com elemento neutro e. Se a € A, um elemento b € A é
inverso de a se:

ab=ba—==¢

Proposicao

Se y1 é associativa e tem elemento neutro e, entdo cada elemento tem no
maximo um inverso.

Demonstracido: Se &’ e 3’ s3o inversos de a:

a = a'e = a/(aa//) = (a/a)a// = ea” = a//

O inverso é denotado a~! ou —a para operacdes comutativas.
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Definicdo de corpo
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Definicdo de corpo

Definicdo

Um corpo é um conjunto K com duas operacdes:

+: KxK—=K
G KxK—=K

satisfazendo:

.
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Definicdo de corpo

Definicdo

Um corpo é um conjunto K com duas operacdes:

+: KxK—=K
G KxK—=K

satisfazendo:

Adic3o:
© Comutatividade: x +y =y + x
@ Associatividade:
x+(y+z)=(x+y)+z
© Elemento neutro: 30,x +0 = x
@ Oposto: Vx,dy,x+y =0
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Definicdo de corpo

Definicdo

Um corpo é um conjunto K com duas operacdes:
+: KxK—K
T KxK—K
satisfazendo: )
Adicdo: Multiplicacio:
© Comutatividade: x+y =y +x @ Comutatividade: xy = yx
@ Associatividade: O Associatividade: x(yz) = (xy)z
x+(y+z)=(x+y)+z @ Elemento neutro:
© Elemento neutro: 30,x +0 = x 1 #£0,1x = x
@ Oposto: Vx,dy,x+y =0 Q Inverso: Vx # 0,3y, xy =1
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Definicdo de corpo

Distributividade:
Q x(y+2z)=xy+xz
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Exemplos de corpos

Q, R, C sdo corpos com operagdes usuais (Q C R C C)
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Exemplos de corpos
Q, R, C sdo corpos com operagdes usuais (Q C R C C)

Q(v2) ={a+bv2|a,beQ} com

(a+bV2) + (c+dV2) = (a+c)+(b+d)V2
(a+ bV2) - (c + dv2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)v/2

é um corpo infinito.
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Para p primo, Z, = {0,1,...,p — 1} com adi¢do e multiplicagdo médulo p
é corpo finito de cardinalidade p.
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Exemplos ndo-corpos

M(2,R) (matrizes 2 x 2) ndo & corpo porque:

@ Multiplicagdo n3o é comutativa

. - (1 0\/0 0\ (0 0O
o Existem divisores de zero (ex: (0 0) (0 1) = <0 0))
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Corpo Q(/)

Q1) = Q x Q com

(xy)+ (L y)=(x+xy+y)
(xy)- (X, y") = (X" =y, xy" + xX'y)
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Corpo Q(/)

Q(i) =Q x Q com

() + () = (x+xy+Y)

(6y) - (X y) = 0 = yy', " +X'y)
Elemento neutro aditivo: (0, 0), neutro multiplicativo: (1,0).

Com i = (0,1), temos z = (x,y) = x + iy e i? = —1.
Inverso de z = (x,y) # 0
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Corpo Q(/)

Q1) = Q x Q com

() + () = (x+xy+Y)
(6 y) - (oY) = 0 =y xy" + Xy)
Elemento neutro aditivo: (0, 0), neutro multiplicativo: (1,0).

Com i = (0,1), temos z = (x,y) = x + iy e i? = —1.
Inverso de z = (x,y) # 0

L X -y
X2 +y2’ X2 +y2
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Corpo de funcdes racionais

Q(t): fungdes racionais r(t) = qg ; (p, g polinémios com coeficientes
racionais, g # 0), identificando £ =
Operacdes

r _
S se ps=qr.
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Corpo de funcdes racionais

Q(t): fungdes racionais r(t) = qg ; (p, g polinémios com coeficientes
P

racionais, g #Z 0), identificando
Operacdes

r _
S se ps=qr.

h fk + hg
;_ gk
h
ko

Oql*h

fh

f
g gk )

Ndameros e Sequéncias
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Tabelas de Cayley para Zs

+10 1 2 3 4 .10 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0/0 0 0 0O
111 2 3 40 110 1 2 3 4
212 3 4 01 2/0 2 4 1 3
3/3 4012 3/0 3 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 21

.
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Propriedades fundamentais

Proposicao

Seja K um corpo:
@ K tem pelo menos 2 elementos (0 # 1)
@ 0 é nico elemento neutro aditivo
© 1 é anico elemento neutro multiplicativo
Q@ VacK a-0=0-a=0
© Oposto é tnico
@ Inverso é lnico para a # 0
@ ab=0=a=0ou b=0 (sem divisores de zero)
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Demonstracdes

Item 2: Se 0 e 0/ s3o neutros aditivos:
0=0+0=0

Item 4:
a+ad=al+a0=a(l+0)=al=a

Seja b oposto de a:

b+(a+a0)=b+a=(b+a)+a0=0+ a0 = a0

b+ (a+a0)=(b+a)+ a0 =0+ a0 = a0

Logo a0 = 0.
Item 5: Se &’ e 3’ s3o opostos de a:

d=ad+0=a+(a+d)=(d+a)+a"=0+3"=2"
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Demonstra¢des (cont.)

Item 7: Se ab=0e a # 0, entdo existe a1

b=1-b=(ata)b=al(ab)=a1-0=0
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Teorema do Cancelamento

Teorema
Sea+b=a+centdob=c
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Teorema do Cancelamento

Teorema
Sea+b=a+centdob=c

—

Demonstracdo: Pelo Axioma 4, existe y tal que y + a = 0. Somando y a
ambos os lados:

y+(@+b)=y+(a+c)
Pela associatividade:
(yv+a)+b=(y+a)+c

Comoy+a=0:
0+b=0+c=b=c
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Teorema

Dados a e b existe anico x tal que a+ x = b (denotado x = b — a)
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Teorema

—

Dados a e b existe anico x tal que a+ x = b (denotado x = b — a)

Demonstracdo: Seja y tal que a+ y = 0 (Axioma 4). Defina x = y + b.
Entdo:

atx=a+(y+b)=(a+y)+b=0+b=0>b
Unicidade: Se a+ x = b= a+ x/, entdo x = x’ pelo Teorema anterior.
Definicdo

0 — a = —a (oposto de a)
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Propriedades da subtracdo

Proposicao
@ b—a=b+(—a)
Q@ (—a)=a

©Q a(b—c)=ab—ac

Demonstragdo 1: Sejam x = b —a, y = b+ (—a). Temos:
x+a=0>b

y+a=[b+(-a))+a=b+][(-a)+al=b+0=05b

Logox+a=y+a=x=y.
Demonstragdo 2: a+ (—a) = 0 implica que a & oposto de —a, ou seja

a=—(-a).
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Mais teoremas

Teorema

Seab=acea#0entdo b=c
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Mais teoremas

Teorema

Seab=acea#0entdo b=c

Teorema

. L. _ _ b
Dados a # 0 e b, existe (nico x tal que ax = b (denotado x = b/a ou 2).

Em particular 1/a = a1,
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Mais teoremas

Teorema

Seab=acea#0entdo b=c

Teorema

. s . _ _ b
Dados a # 0 e b, existe (nico x tal que ax = b (denotado x = b/a ou 2).

Em particular 1/a = a1,

V.

Teorema
Q Sea#0, b/la=b-al
Q@ () 1l=a

© (—a)b=—(ab) e (—a)(—b) = ab
Q 2+ S =395 (b, d #0)

Q@ 2-S=£(bd#0)

Q 25 =32 (bc,d#0)

oTly olu
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Axiomas de Ordem
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1.3 Axiomas de ordem

Fundamentac3o conceitual

Estabelecem uma ordenacdo em um corpo através do conceito primitivo de positividade.
Permitem determinar relacdes de desigualdade entre elementos.

A\

Defini¢do (1.26 Corpo ordenado)

Um corpo ordenado & um corpo K com subconjunto K C K (nmeros positivos) satisfazendo:

@ Axioma 10 (Compatibilidade): Vx,y e KT, x +y € Kt e xy € KT
@ Axioma 11 (Tricotomia): Vx # 0, exatamente uma: x € KT ou —x € KT
© Axioma 12: 0 ¢ K+

\
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Exemplos de Corpos Ordenados

Exemplo (Q)

Q*z{§rp,q€Z,q#0,p-q>0}

Fra¢des onde numerador e denominador tém mesmo sinal. Verifique os axiomas 10, 11 e 12.
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Exemplos de Corpos Ordenados

Exemplo (Q)

Q*z{grp,qGZ,q#O,p-q>0}

Fracdes onde numerador e denominador tém mesmo sinal. Verifique os axiomas 10, 11 e 12.

Exemplo (Q(t))

Para r(t) = %, defina r(t) > 0 quando o coeficiente lider de p(t)q(t) é positivo.
t:;; é positivo pois (t2 — 1)(t +3) = t3 + - -+ tem coeficiente lider 1 > 0.

Exemplo:

Cristian F. Coletti (CMCC- UFABC) Nameros e Sequéncias



Corpos N3o-Ordenéaveis

Exemplo (Z)

N3o pode ser ordenado pois 1 + 1 = 0.
Sel>0entio 1+ 1 >0, mas 0 ¢ K", contradi¢cdo.
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Corpos N3o-Ordenéaveis

Exemplo (Z)

N3o pode ser ordenado pois 1 + 1 = 0.
Sel>0entio 1+ 1 >0, mas 0 ¢ K", contradi¢cdo.

Exemplo (Q(1))

N3o admite ordenagio compativel:
i?=-1.Sei>0entdo i2>0=—-1>0
Sei<Oentio —i>0=(—)?=i2>0=-1>0
Em ambos casos contradigdo com 1 >0e 1+ (—1) =0.
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Definicdes de Desigualdade

Relaces fundamentais

x<y <<= y-xecKk"
y>x <= x<y

X<y <= x<youx=y
yzx <= x<y
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Definicdes de Desigualdade

Relaces fundamentais

x<y <<= y-xecKk"
y>x <= x<y

x<y — x<youx=y
yzx < x<y

Terminologia

@ x > 0: positivo
@ x < 0: negativo (quando —x > 0)
@ x > 0: ndo negativo

@ Notacdo composta: x <y <z <= x<yey<z

Cristian F. Coletti (CMCC- UFABC) Nameros e Sequéncias



Teorema: Propriedades de Ordem

@ Tricotomia: Va, b, exatamente uma: a< b, b<a,a=b

@ Transitiva: a<bAb<c=a<c

© Adicdo: a<b=a+c<b+c

©Q Mult. positiva: a < bAc>0= ac < bc

@ Quadrado: a#0= 2> >0

Q1>0

@ Mult. negativa: a< bAc < 0= ac> bc

@ Inversdo: a< b= —a>—b

© Sinal produto: ab >0 < (a>0Ab>0)V(a<0Ab<0)
@ Soma desigualdades: a<cAb<d=a+b<c+d
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Demonstragdes (Parte 1)
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Demonstragdes (Parte 1)

1. Tricotomia.
Seja x = b — a. Pelo Axioma 11:
@Sex=0:a=b
@ Sex#0: x>0 (a<b)ou—x>0(b< a), mutuamente exclusivos
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Demonstragdes (Parte 1)

1. Tricotomia.
Seja x = b — a. Pelo Axioma 11:
@Sex=0:a=b
@ Sex#0: x>0 (a<b)ou—x>0(b< a), mutuamente exclusivos

DJ
Hipdteses: b—a >0, c—b>0
Pelo Axioma 10 (soma): (b—a)+(c—b)=c—a>0
sa<c Ul
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Demonstra¢des (Parte 1)

1. Tricotomia.

Seja x = b — a. Pelo Axioma 11:
@ Sex=0:a=0b
@ Sex#0: x>0 (a<b)ou—x>0(b< a), mutuamente exclusivos

Hipdteses: b—a >0, c—b>0
Pelo Axioma 10 (soma): (b—a)+(c—b)=c—a>0

s.a<c L]
3. Adicdo.

y—x=(b+c)—(a+c)=b—a>0

satc<b+c n
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Demonstragdes (Parte 2)
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Demonstragdes (Parte 2)

4. Mult. positiva.

Hipéteses: b—a >0, ¢ >0

Pelo Axioma 10 (produto): (b — a)c > 0
Mas (b — a)c = bc — ac

S.bc—ac>0 <= ac< bc
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Demonstragdes (Parte 2)

4. Mult. positiva.

Hipéteses: b—a >0, ¢ >0

Pelo Axioma 10 (produto): (b — a)c > 0
Mas (b — a)c = bc — ac

S.bc—ac>0 <= ac< bc O
5. Quadrado.

Caso a > 0: a-a > 0 (Axioma 10)

Caso a < 0: —a>0 = (—a)(—a) = a®> > 0 (Axioma 10) O
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Demonstragdes (Parte 2)

4. Mult. positiva.

Hipéteses: b—a >0, ¢ >0

Pelo Axioma 10 (produto): (b — a)c > 0
Mas (b — a)c = bc — ac

.bc—ac>0 <= ac < bc O
5. Quadrado.

Caso a > 0: a-a > 0 (Axioma 10)

Caso a < 0: —a>0 = (—a)(—a) = a®> > 0 (Axioma 10) O

Por (5) coma=1#0:12=1>0
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Demonstra¢des (Parte 3)

7. Mult. negativa.

Hipdteses: b—a >0, c <0
Entdo —c >0

Por (4): (b—a)(—c) >0
Mas (b — a)(—c) = ac — bc
c.ac—bc >0 < ac > bc
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Demonstra¢des (Parte 3)

7. Mult. negativa.

Hipdteses: b—a >0, c <0

Entdo —c >0

Por (4): (b—a)(—c) >0

Mas (b — a)(—c) = ac — bc

s.ac—bc >0 < ac > bc O

8. Inversio.

a<b=b—a>0

Multiplicando por —1 < 0 (pois 1 > 0):
(=1)(b—a) <0 (por (7))
sa—b<0 < —a>-b O
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Axiomas Alternativos de Ordem Total

Formulacdo equivalente

Os axiomas de positividade podem ser substituidos por
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Axiomas Alternativos de Ordem Total

Formulacdo equivalente

Os axiomas de positividade podem ser substituidos por

@ Axioma 10’: < é relacdo de ordem total:

Reflexiva: a < a

o Anti-simétrica: a<bAb<a=a=b
o Transitiva: a< bAb<c=a<c

e Total: Va,b, a< bou b<a
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Axiomas Alternativos de Ordem Total

Formulacdo equivalente

Os axiomas de positividade podem ser substituidos por

@ Axioma 10’: < é relacdo de ordem total:
o Reflexiva: a< a
o Anti-simétrica: a<bAb<a=a=b
o Transitiva: a< bAb<c=a<c
e Total: Va,b, a< bou b<a

Q@ Axiomall: a<b=a+c<b+c
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Axiomas Alternativos de Ordem Total

Formulacdo equivalente

Os axiomas de positividade podem ser substituidos por

@ Axioma 10’: < é relacdo de ordem total:
o Reflexiva: a< a
o Anti-simétrica: a<bAb<a=a=b
o Transitiva: a< bAb<c=a<c
e Total: Va,b, a< bou b<a

@ Axioma ll: a<b=at+c<b+c

© Axioma 12': a< bAO0<c= ac< bc
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