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4.7 Teste da raiz e do quociente

4.29 Teorema (Teste da Raiz) Dada uma série Y 7, a,, seja
R = limsup |an|*/".

@ Se R < 1, entdo a série converge absolutamente.

@ Se R > 1, entdo a série diverge.

@ Caso contrario, R = 1, e o teste nio fornece informacdes sobre a

convergéncia ou divergéncia.

Demonstracdo. Se R < 1, escolha r tal que R < r < 1. Ent3o, temos
|an|*/™ < r para n suficientemente grande, e a série .°° | r" converge.
Pelo teste da comparagdo, > ° ; a, também converge.
Se R > 1, entdo |a,| > 1 para infinitos termos, o que implica que > 2, a,
diverge.
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Prova do teste da raizz R < 1

Seja R < 1. Escolha € > 0 tal que R+¢€ < 1.
Pela definicdo de limsup, temos:

R = lim (sup Y |ak\>
n—oo kzn

Portanto, existe N € N tal que para todo n > N:

sup v/|ak] < R+ €
k>n

Em particular, para cada kK > N, temos:
/ol < supflaj] < R+
Jj>k
Elevando ambos os lados a poténcia k:

lak| < (R+ e)k para todo kK > N
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Teste da raiz: Caso R <1

Como 0 < R+ € < 1, a série geométrica:

o0

Z(R+ €)k

k=N

converge.
Pelo teste da comparacio, a série:

oo
D la
k=N

converge, logo a série original > > ; a, converge absolutamente.
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Suponha que R > 1. Pela definicdo de limsup, para infinitos valores de n,

temos:
Vl]an| > 1

De fato, se existisse N tal que {/|a,| < 1 para todo n > N, ent3o:

sup {/|ax| <1 paratodon> N
k>n

e portanto R < 1, contradizendo R > 1.
Para esses infinitos valores de n, temos:

lan| > 1

Logo, o termo geral a, ndo tende a zero quando n — oo, pois |a,| > 1
para infinitos n.
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Pelo teste do n-ésimo termo, a série >~ a, diverge.
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Mostramos que existem exemplos onde R = 1 mas o comportamento da
série é diferente.
PRI . L. ~ 1
Exemplo A (Convergéncia): Considere a série ) 7, —.
Temos:

Como lim,_o v/n = 1, temos:

a1
limsup {/— =1
n—00 n

Porém, a série > _7° | % converge (série p com p =2 > 1).
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Exemplo B (Divergéncia): Considere a série > o0 ; +.
Temos:
\n/T 1
n  /n
Como lim, o /n =1, temos:

1
lim sup </> =1
n—o00 n

. L. o 1 g L. A
Porém, a série ), - diverge (série harménica).
Portanto, quando R = 1, o teste & inconclusivo.
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4.30 Exemplo

Por aplicacdo do Teste da raiz é facil determinar a convergéncia da série
Y02 5(log n)~", pois que

1/n

1
n =———0 quando n — cc.

~ logn
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4.31 Exemplo

Aplicando o Teste da raiz a Y [n/(n+ 1)]", encontramos

n
1/n n 1 1
= = = do n —
dn (n 1> (1 1/n)” - quando n o0

dado que 1/e < 1, a série converge.
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Uma aplicacio ligeiramente distinta do critério de comparac¢io conduz ao
critério do quociente.

4.32 Teorema (Teste da Raz&o) Seja Y . ; a, uma série de termos n&o
nulos.

an+1

@ Se lim sup < 1, ent3o a série converge absolutamente.

Q Se lim inf ag—tl > 1, entdo a série diverge.

<1<limsup

fornece informacdo sobre a convergéncia ou divergéncia.

© Caso contrario, lim inf dntl| & o teste n3o
a

an+1
an

Séries Numéricas 11 /20



Demonstracdo.

Seja lim sup “’;’—tl‘ = L. Se L < 1, entdo escolha r de forma que L < r < 1.

Pela propriedade "Para todo e > 0 existe um namero natural N tal que
n > N implica que s, < m+ e", existe N € N tal que n > N implica que

dn+1
dn

Segue-se por indugdo que

an+k

< rk|3n‘
an

para todo k € N.

Como 0 < r < 1, a série geométrica » -, r" & convergente. Logo,
Y021 lan|r" também converge, e Y77 | a, € absolutamente convergente
pelo teste da comparacio.
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an+1

Se lim inf > 1, entdo segue-se que |ap+1| > |an| para n

suﬁaentemente grande. Logo, a sequéncia (a,) ndo pode convergir para
zero, e pelo Teorema 4.5 a série >~ a, deve divergir.
~ 2 oe] 2
A parte (c) segue da observacdo de que a série Y 7, 1/n* converge e a
série harménica Y > ; 1/n diverge, conforme vimos anteriormente no
Sl = 1.0
n

Exemplo 4.7. Para ambas as séries temos lim,_
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4.33 Exemplo

o Considere a série Y~ | 5+. Seja a, = 55, temos:

apr1_ (n+1)-2" n+41
a,  2ntl.p  2p

nl/n
2

lim,— oo |a,,|1/” = % Assim, tanto o teste da razdo quanto o teste da
raiz indicam que )77, n/2" converge.

an+1
an

Portanto, lim,_oo = 1. Similarmente, |a,|}/" =

, entao
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o Qualquer serie da forma }-5°; 1, onde p € R, é chamada de série-p.

Para essa série,
r=R=a=1

para qualquer p > 0; assim, ambos os testes sdo inconclusivos. Para
p<1, temos nP < n, de modo que L > L Como a série harmoénica
Zio 1 5 diverge, concluimos, pelo teste da comparacio, que a série-p

diverge para p < 1.
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o Considere

0k
Zp—l, 0<p<oo.
k:].
k
Aqui, ax = 5. Assim,
lim 24— fim ﬁ-L:p lim —— =
! k—oo k + 1

k—oo Ak k—oo pk (k+1)

Pelo teste da razdo, a série converge para todo p,0 < p < co. Neste
exemplo, a presenca de k! torna o teste da raiz dificil de usar.
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e Considere ) a,, onde

1 _
), sen=2k
an =197

3 sen=2k+1
Aqui,
Za 1+1+1+1+1+
" 2 3 32
Por calculo,

ani1 {(g)k, n =2k

an  |L(®)F, n=2k+1’
Consequentemente, r = 0 e R = co. Portanto, o teste da razdo é
inconclusivo. Por outro lado,
5 n=2k
L (V)Y@ p=2k 41"

e

=

&
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Temos que
lim (V3)Y/(kHD) = 1.

k—00

Portanto, o = 1/v/2, e a série converge pelo teste da raiz.

Séries Numéricas 18 /20



O Exemplo 4.33 fornece um exemplo de uma série para a qual o teste da
razdo & inconclusivo, mas o teste da raiz funcionou. Assim, parece que o
teste da raiz &€ um teste mais forte, fato que é confirmado pelo teorema a
seguir.

4.34 Teorema Seja (a,) uma sequéncia de nimeros positivos. Entdo

lim antl < lim /a, <limsup /a, < lim sup@.

n—oo  ap n—00 n—00 n—oo  dn
Observagdo: Como consequéncia do teorema, se uma série )  ax converge
pelo teste da razdo, ou seja, R < 1, entdo também temos o < 1.
Similarmente, se > ayx diverge pelo teste da razdo, ou seja, r > 1, entdo
também temos « > 1. Assim, se o teste da razdo prova a convergéncia ou
divergéncia da série, o teste da raiz também o faz. O contrério, no
entanto, como indicado acima, é falso.
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Demonstracdo.

Seja

. dn+1
R = limsup ntl
n—oo an
Se R = oo, ent3o ndo ha nada a provar. Assim, suponha que R < oo, €

seja 8 > R arbitrario. Ent3o existe um nimero inteiro positivo ng tal que

an+1
dn

< B paratodo n> ng.

Como na demonstracio do teste da raz3o, isso nos da a, < M3" para todo
n > ng, onde M = ap, /™. Logo,

V/a, < BVM para todo n > ng.
Como limp_yeo VM = 1, temos
limsup /a, < B.

n—oo

Como 8 > R era arbitrario, limsup,_, ., /a» < R, o que prova o resultado.
A desigualdade para o limite inferior &€ provada de maneira similar. [

Séries Numéricas 20 /20



Nameros reais e sequencias

Cristian F. Coletti

Terceiro Quadrimestre 2025

Cristian F. Coletti Ndameros reais e sequencias Terceiro Quadrimestre 2025 1 /20



4.9 Teste da integral

Para aplicar os critérios de comparacio é necessario dispor de alguns
exemplos de séries de comportamento conhecido. As séries geométricas e
as séries p sdo importantes para esta finalidade. Novos exemplos podem ser
obtidos de maneira muito simples por aplicacdo do critério de comparacio
com um integral, pela primeira vez demonstrado por Cauchy em 1837.
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Critério de comparagdo com a integral

4.38 Teorema (Critério de compara¢do com a integral) Se f &€ uma funcio positiva
decrescente, definida para todo real x >1 e, se para cada n >1, é

Sy, = Zf(k)

t, = /1" f(x)dx

entdo ambas as séries (s,) e (t,) convergem ou divergem.
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Demonstracdo

Demonstragdo. Suponha que f seja uma fungdo continua, positiva e decrescente em [1, c0) e
que a, = f(k) para k >1.

Para provar a primeira implicagdo, suponha que floo f(x)dx converge, de modo que:

/100 f(x)dx = nIme ‘/ln f(x)dx =L

para algum ndamero finito L.
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Demonstragdo (con

Como ay = f(k) para k >1 e f(x) é decrescente, podemos concluir que:

k n n k n
ax < / f(x)dx = Zak < Z/ f(x)dx :/ f(x)dx
k—1 P k-1 1

Somando o nimero finito a; em ambos os lados desta desigualdade, temos:

n n n
sn:Zak:a1+Zak§al+/ f(x)dx
k=1 k=2 1
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Demonstra¢3o (cont.)

Como f(x) > 0, [’ f(x)dx aumenta a medida que n aumenta, de modo que:

n o0
s,,§31+/ f(x)dxgal-i-/ f(x)dx =a1 + L
1 1

Isso nos diz que a sequéncia (sp) é limitada superiormente. Como f(x) > 0, sabemos que
ant1 = f(n+ 1) > 0 para qualquer n >1, ent3o:

Sp+1 = an+1 + Sn > Sp
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Demonstra¢3o (cont.)

o que significa que (sp) é uma sequéncia crescente. O Teorema da Convergéncia Monétona nos
diz, ent3o, que (sp) é uma sequéncia convergente, logo >, ax converge.

Agora, suponha que [ f(x)dx diverge. Como a) = f(k) para k >1 e f(x) & decrescente,
podemos concluir que:

ax > /kk+1 f(x)dx = sp = Zak > Z/ f(x)dx = /1n+1 f(x)dx
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Demonstra¢3o (cont.)

Como [ f(x)dx diverge, sabemos que:

n—o0o n—oo

n+1 oo
lim s, > lim f(x)dx = / f(x)dx = oo
1 1

entdo (s;) € uma sequéncia divergente e > 22 a, diverge.
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Exemplo 4.39 (Série p)

O critério de compara¢do com um integral permite demonstrar que

o0
E — converge-se e somente se p > 1
n

n=1
Fazendo f(x) = x~° tem-se

o[ [ o
! 1 xP log n sep=1
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Exemplo 4.39 (con

Se p > 1 o termo n*~P — 0 quando n — oo e por isso (t,) converge. Pelo
critério do integral, tal implica a convergéncia da série para s > 1. Quando p <1
entdo t, — oo e a série diverge. O caso especial p = 1, a série harménica,
também diverge. Esse caso ja havia sido discutido no Exemplo 4.7.
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Exemplo 4.40

O mesmo método pode ser utilizado para demonstrar que?

> 1
E 75 converge-se € somente se s > 1

p n(log n)

A correspondente integral neste caso é

N (el (et ses#1
2 X(logx)* log(log n) — log(log2) ses=1
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Exemplo 4.40 (cont.)

Entdo (t,) converge se e s6 se s > 1 e por tal motivo, em virtude do critério do
integral, o mesmo acontece com a série em quest3o.
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4.10 Séries alternadas

Dedicamos os estudos anteriores a analise minuciosa de séries de termos
n3o negativos. Agora, nosso foco se volta para séries alternadas, que se
caracterizam pela alternancia de sinais em seus termos, e que podem ser
expressas na forma geral:

(o]
(1) tag=ar—aptaz—agt o+ (-1)" a4

n=1

com a, > 0.

Terceiro Quadrimestre 2025 13 /20
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Teste de Séries Alternadas

4.41 Teorema (Teste de Séries Alternadas) Se (a,) € uma sequéncia decrescente
de nimeros positivos e lim,_.~, a, = 0, entdo a série

o

Z(_l)n+lan

n=1

converge.
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Demonstracdo

Demonstragdo. Vamos mostrar que a sequéncia (s,) das somas parciais converge. Existem dois
tipos de somas parciais, dependendo de estarmos somando um ndamero impar ou par de termos.
Por exemplo,

Sop =a1 —azx-+asz—aag+---+azxp—1— azn.

Agora, como (an) é decrescente, temos ax — ax+1 > 0 para todo k € N. Assim,

S2(n+1) — S2n = d2n+1 — @2n42 2 0,

e a subsequéncia (sz,) é crescente.
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Demonstra¢3o (cont.)

Ela também é limitada superiormente, pois para cada n € N,

son=a1r — (a2 —a3) — - — (a2n—2 — a2n—1) — a2n < a1.

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, a subsequéncia (s2,) converge para algum
nimero real s.
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Demonstra¢3o (cont.)

Para as somas parciais de indice impar, temos
Sopy1 = a1 —ax+az3—aa+ -+ ayp—1—3ap+ aznt1-

Como lim,_so ap = 0, sabemos que limp_ 00 a2p+1 = 0. Mas spp41 = S + a2n+1, entdo
devemos ter limp— oo S2n+1 = limp— o0 S2n = 5.
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Demonstra¢3o (cont.)

Combinando esses resultados, vemos que, dado € > 0, existem Ny e N> tais que n > N; implica
que |s2p — s| < & € n > Ny implica que |sap41 — s| < e. Assim, para N = max{2Nq,2N> + 1},
|sn — s| < € sempre que n > N, de modo que a sequéncia (sn) das somas parciais converge. [
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Exemplo 4.42

Como a sequéncia (1/n) é decrescente e 1/n — 0, vemos que a série harmonica
alternada "7, (—1)""L converge.

Para determinarmos o valor dessa série utilizaremos a série logaritmica

x> x> Xt

XI‘I
log(1 — -4 _Z 4. —1)y12 L
og(l+x) =x st3 -7 7T +(-1) —

que como provaremos mais adiante converge sempre que —1 < x < 1.

Cristian F. Coletti
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Exemplo 4.42 (co

Para x positivo € uma série alternada. Em particular, quando x = 1, obtemos a

férmula 111
log2 =1~ 4= =4 ..o (11" ..
og stz 2™ + (1)

a qual nos diz que a soma da série harmonica alternada é log2. Este resultado é
de particular interesse em virtude do fato da série harménica Y, 1/n divergir.
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4.11 Rearranjo de Séries

A propriedade comutativa da adicdo garante que, em uma soma finita, a
ordem dos termos n3o altera o resultado final. No entanto, essa
propriedade n3o se estende, em geral, a somas infinitas (séries). Ao
lidarmos com séries infinitas, a situacdo torna-se mais complexa, e algumas
propriedades intuitivas podem n3o se manter. Em 1852, o matematico
Bernhard Riemann demonstrou um resultado surpreendente: a ordem dos
termos em uma série condicionalmente convergente pode afetar o valor da
soma, podendo até mesmo fazer com que a série convirja para diferentes
valores ou divirja.
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Exemplo de Série Condicionalmente Convergente

Considere a série alternada:

1 1+1 1+1 1+1 1+
2 2 3 3 4 4 7
Essa série converge para 0, pois, para um namero suficientemente grande
de termos, as somas parciais se aproximam arbitrariamente de 0. No
entanto, se substituirmos todos os termos pelos seus valores absolutos,

obtemos
IS S
2 2 3 3 4 7
que é uma série divergente, pois equivale & série harmonica duplicada.

Assim, a série original é condicionalmente convergente.
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Rearranjo de Termos

Utilizando rearranjos apropriados dos termos da série original, é possivel
obter séries que convergem para valores diferentes de zero. Por exemplo,
ao reordenar os termos tomando dois termos positivos seguidos de um
termo negativo, repetidamente, obtemos:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
to-ltgt oo tete—3t
Essa série converge para um valor diferente de zero. De fato, de maneira
geral, ao rearranjar os termos de uma série condicionalmente convergente,
podemos fazer com que a nova série convirja para qualquer namero real
pré-determinado, ou mesmo que divirja. Esse resultado notavel é conhecido
como Teorema de Riemann.
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4.43 Definicdo Uma série infinita > 7 ; a, é dita condicionalmente
convergente se ela converge, mas a série dos valores absolutos de seus
termos, Y 07 |an|, diverge.

4.44 Definicdo Uma permutacio dos niimeros naturais € uma bijecdo do
conjunto dos nimeros naturais nele mesmo, isto &, uma fun¢do o : N — N
que é injetiva e sobrejetiva.

4.45 Exemplo A fungdo o : N — N definida por

k—1 seképar

o(k) =

k+1 se k éimpar

é uma permutac3o dos naturais.
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Definicdo de Rearranjo

4.46 Definicdo Se Y 7°; a € uma série e o € uma permutagdo dos
ndmeros naturais, entdo a série 220:1 b, onde b, = a5 (n)s é dita um
rearranjo da série original.
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Teorema 4.47

4.47 Teorema Seja ) 7 | a, uma série absolutamente convergente com
soma L. Ent3o, todo rearranjo dessa série também converge absolutamente
e tem soma L.

Demonstracdo. Seja 0 uma permutag¢do dos nimeros naturais e considere
o rearranjo >, by, onde b, = a(n)- Primeiramente observamos que
Yo | by converge absolutamente, pois Y " ; |b,| € uma série de termos
ndo-negativos cujas somas parciais sdo limitadas superiormente por

2 n=1 |an].
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Demonstra¢do do Teorema 4.47 (continuagdo)

Para mostrar que a soma do rearranjo é igual a L, consideremos as somas
parciais L, = > ,_;ax e By =) y_; bx. Como > 77, a, converge, temos
que L, = L quando n — oco. Ou seja, dado € > 0, existe N1 € N tal que,
para todo n > Nj, temos |L, — L| < e. Também temos que existe N, tal

que para n > N, temos que > ;- a, < € pois y -, |an| converge.
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Demonstra¢do do Teorema 4.47 (continuagdo)

Como o é uma bijecio, existe M € N tal que

{c(1),0(2),...,0(M)}

contém todos os indices de 1 a N = max{Ny, N>}. Entdo, para n > M, as
somas parciais B,, incluem todos os termos ap, a, ..., ay, possivelmente
em ordem diferente.

Podemos escrever:

n N
Br=> ay=_ai+ Y aj
k=1 i=1

= jed

onde J é o conjunto de indices j > N tais que o(k) = j para algum k < n.
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Demonstra¢do do Teorema 4.47 (conclus3o)

Ent3o,

N
B,— L= (Za;—L) +Zaj.
i=1

Jjed

N [e'¢)
Como ’Zi:l aj — L‘ =|Ly—Ll<ee ‘ZJEJ aj’ < Zj:NJrl laj| < e,
concluimos que |B, — L| < 2e.
Assim, B, — L quando n — oo, ou seja, a soma do rearranjo é igual a L.
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Teorema 4.48

4.48 Teorema Dada uma série > ° | a, de termos reais, vale que: 1. Se

o0 L - ~ L, . o0 +
> 1 an € condicionalmente convergente, entdo ambas as séries > ° ; aj
e > 2, a, divergem. 2. Se Y 7, a, é absolutamente convergente, entdo
ambas as séries Y °°; a} e > 77 a; convergem, e temos:

o o0 o)
E anp = E an++ E a, .
n=1 n=1 n=1
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Demonstracdo do Teorema 4.48

Demonstragdo. 1. Como Y77 a, converge, mas » -, |a,| diverge, e
sabendo que |a,| = a} — a;,, concluimos que Y7, a e > 72, a,, ndo
podem ambas convergir, pois isso implicaria na convergéncia de Y 7 ; |an|.
Como os termos a; e —a;, sdo n3o negativos, e a soma de pelo menos
uma delas diverge, ambas devem divergir.

2. Se Y%, |an| converge, entdo as séries > °°; a} e > °°, a, convergem,
pois seus termos s3o ndo negativos e menores ou iguais a |a,|. Portanto,
ambas as séries > °°; at e >0 a convergem, e a igualdade segue
diretamente da definicdo de a, = a} + a,.
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Teorema 4.49

4.49 Teorema (Teorema do Rearranjo de Riemann) Seja >~ 7 ; a, uma série
condicionalmente convergente de termos reais e seja L um namero real

~ : : [e's) 00
dado. Entdo, existe um rearranjo » -~ ; b, dos termos de > °, a, que
converge para L.
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Demonstracdo do Teorema 4.49

Demonstra¢do. Como a série Zoo ap é condicionalmente convergente, as
L g S ol
séries de termos positivos > - ; ai e de termos negativos Y - ; a,, ambas
divergem (para + e, respectivamente), onde:
+

ay = max{a,,0}, a, = min{ap,0}.

Vamos construir um rearranjo > oo . b, que converge para L seguindo o
n=1
procedimento a seguir:
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Procedimento de Construcdo do Rearranjo

1. Selecionamos termos positivos a7 em ordem, somando-os até que a
soma parcial exceda L. Seja p; o menor inteiro positivo tal que:

P1
51 = Z aﬁ > L.
n=1

2. Em seguida, adicionamos termos negativos a, em ordem, somando-os
até que a soma parcial fique abaixo de L. Seja g1 o menor inteiro positivo
tal que:

q1
52:514-23; < L.
n=1
3. Repetimos o processo: adicionamos mais termos positivos suficientes
para que a soma parcial exceda L novamente, depois mais termos negativos
para que a soma fique abaixo de L, e assim por diante.
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Convergéncia do Rearranjo

Assim, construimos uma sequéncia de somas parciais S; que alternam em
- 0o

torno de L. Como os termos a, tendem a zero (pois )~ ; a, converge), a

diferenca |Sx — L| diminui conforme avangamos no processo.

Mais precisamente, a diferenca entre cada soma parcial e L é limitada pelo

médulo do préximo termo a ser adicionado:

Sk = L < law ],

onde Ny é o indice do altimo termo adicionado na k-ésima etapa. Como
an — 0 quando n — oo, concluimos que |Sx — L| — 0 quando k — cc.
Portanto, o rearranjo Y 2, b, converge para L, conforme desejado. [
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Teorema do Rearranjo de Riemann

Agora, podemos demonstrar o Teorema do Rearranjo de Riemann.

Teorema 4.49 (Teorema do Rearranjo de Riemann) Seja Y 77, a,

uma série condicionalmente convergente de termos reais e seja L um

namero real dado. Entdo, existe um rearranjo )7, b, dos termos de
o0

> 024 an que converge para L.
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Demonstracdo do Teorema de Riemann - Parte 1

Demonstragcdo. Como a série 230—1 ap € condicionalmente convergente,

. o 5 _
as séries de termos positivos Y oo ; a; e de termos negativos Y oo ; aj,
ambas divergem (para + e, respectlvamente), onde:

a; = max{an,0}, a, =min{a,,0}.

Vamos construir um rearranjo >~ ; b, que converge para L seguindo o
procedimento a seguir:

@ Selecionamos termos positivos a” em ordem, somando-os até que a
soma parcial exceda L. Seja p; o menor inteiro positivo tal que:

P1
5 = Z af,r > L.
n=1
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Demonstracdo do Teorema de Riemann - Parte 2

@ Em seguida, adicionamos termos negativos a, em ordem, somando-os
até que a soma parcial fique abaixo de L. Seja g; 0 menor inteiro
positivo tal que:

q1
S=S+)Y a, <L
n=1
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Demonstracdo do Teorema de Riemann - Parte 3

© Repetimos o processo: adicionamos mais termos positivos suficientes
para que a soma parcial exceda L novamente, depois mais termos
negativos para que a soma fique abaixo de L, e assim por diante.

Assim, construimos uma sequéncia de somas parciais S que alternam em
torno de L. Como os termos a, tendem a zero (pois ) .- ; a, converge), a
diferenca |Sx — L| diminui conforme avangamos no processo.
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Demonstracdo do Teorema de Riemann - Parte 4

Mais precisamente, a diferenca entre cada soma parcial e L é limitada pelo
médulo do préximo termo a ser adicionado:
Sk = L| < lan, |,

onde N, é o indice do ultimo termo adicionado na k-ésima etapa. Como
ap — 0 quando n — oo, concluimos que |Sx — L| — 0 quando k — oc.
Portanto, o rearranjo Y ", b, converge para L, conforme desejado.
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