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Motivacao

@ Sequéncias de fun¢des aparecem em muitos contextos:
e Séries de Fourier
o Séries de Poténcias
e Aproximagdes numéricas
e Anilise funcional
@ Diferentes tipos de convergéncia preservam diferentes
propriedades

e E crucial entender quando limites preservam continuidade,
integrabilidade e diferenciabilidade
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Definicdo de Convergéncia Pontual

Definicao 1: Convergéncia Pontual

Seja {f,} uma sequéncia de fungdes f,: ACR —-Ref:A—R.
Dizemos que f,, converge pontualmente para f em A se:

Para cada x € A fixado, a sequéncia numérica {f,(x)} converge para
f(x).

Em simbolos:

Vx € A, Ve > 0,3N = N(g,x) € N tal que

n>N=|f(x)—f(x)] <e

@ N depende de ¢ E de x

@ A convergéncia pode ser mais rdpida em alguns pontos que em
outros
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Exemplo de Convergéncia Pontual

Considere f,(x) = x" em [0, 1]. A sequéncia converge pontualmente
para:

0 sel0<x<1
1 sex=1

@ Parax €0,1): x"— 0
@ Parax=11"=1—1
@ O limite é descontinuo, embora cada f, seja continua!
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Definicdo de Convergéncia Uniforme

Definicao 2: Convergéncia Uniforme

Uma sequéncia {f,} converge uniformemente para f em A se:

Ve > 0,3IN = N(e) € N tal que
n>N=|f(x)—f(x)] <eVxeA

@ N depende APENAS de ¢, ndo de x

@ A convergéncia é "uniforme”em todo o dominio

o A"faixa" {(x,y) : f(x) —e <y < f(x) + ¢} contém todos os
graficos de f, para n suficientemente grande
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Interpretacdo Geométrica

Figura: Convergéncia uniforme: f, fica inteiramente dentro da faixa € em
torno de f
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Exemplo de Convergéncia Uniforme

Considere f,(x) = &n"x) em R.

o Convergéncia pontual: |f,(x)| < % — 0, logo f, — 0
pontualmente

sm(nx)

Convergéncia uniforme: |f,(x) — 0] =

<1
— n

Dado € > 0, escolha N > %

Entdo n > N = |f,(x)| < 2 < & para TODO x
Logo, a convergéncia é UNIFORME

(]

(4
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Contraexemplo: Convergéncia Pontual mas Nao
Uniforme

Example

Volte ao exemplo f,(x) = x" em [0, 1].
@ Ja vimos que converge pontualmente para f(x) descontinua
@ Suponha que a convergéncia fosse uniforme

e Como cada f, é continua, o limite seria continuo (veremos este
teorema depois)

@ Mas f é descontinua! Contradic3o.

e Logo, a convergéncia NAO é uniforme em [0, 1]

Observacdo: Em [0,a] com 0 < a < 1, a convergéncia E uniforme!
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Critério de Cauchy para Convergéncia Uniforme

Teorema 1: Critério de Cauchy Uniforme

Uma sequéncia {f,} converge uniformemente em A se, e somente se:

Ve > 0,dN € N tal que
m,n> N=|f,(x) — f(x)| <e,Vx €A
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Demonstracao.

e (=) Se f, — f uniformemente, entdo para m,n > N:
€

7~ ¢

[fn(x) = fa(X)] < [fin(x) = FO)| + |F(x) = foalx)] < §+

@ (<) Pelo critério de Cauchy pontual, existe limite pontual f(x)

@ Fixe x e faga m — oo na desigualdade: |f(x) — f,(x)| < ¢ para
n>N

@ Como N n3o depende de x, a convergéncia é uniforme
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Convergéncia Uniforme e Continuidade

Teorema 2: Preservacdo da Continuidade

Seja {f,} uma sequéncia de fun¢des continuas em A que converge
uniformemente para f em A. Entdo f é continua em A.
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Demonstracao.

@ SejaxgeAec>0

@ Por convergéncia uniforme: JN tal que |fy(x) — f(x)| < § para
todo x € A

@ Por continuidade de fy em xg: 36 > 0 tal que
Ix — x0| < 0 = |fn(x) — fn(x0)| < -
e Entdo para |x — x| < 9:

X

(%) = f(x0)| < [F(x) = ()] + [fn(x) = fn(x0)| + [fn(x0) — £(
<

E—|-+—z5
= =

W[ ™

@ Logo, f é continua em xp

Cristian. F. Coletti (Universidade Federal do  Convergéncia de Sequéncias de Func¢des Terceiro Quadrimestre de 2025 13 /20



Convergéncia Uniforme e Integrabilidade

Teorema 3: Troca de Limite com Integral

Seja {f,} uma sequéncia de fun¢des Riemann-integriveis em |[a, b]
que converge uniformemente para f em [a, b]. Ent3o:

© f é Riemann- integrével em [a b]

Q I|m,Hoof dx—f f(x
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Prova do ltem 2.

@ Por convergéncia uniforme: Ve > 0, dN tal que
n> N = |f,(x) — f(x)| < ;= para todo x
@ Entdo para n > N:

/ab fo(x)dx — /ab f(x)dx

| 1660 = fllex

< [ 166 = 70l

dx =
</ab_aX €
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Contraexemplo para Integracao

Considere f, : [0,1] — R definida por:

n?x se0 <x<1
fa(x)=4q2n—n’x sel<x<?2
n n

0 se%§x§1

o Cada f, é continua (logo integravel)

o f, — 0 pontualmente

e Mas fol f,(x)dx = 1 para todo n (4rea do tridngulo)

o Logo, limy o fo fo(x)dx =1 # 0= [} 1m0 fo(x)dx
@ A convergéncia NAO é uniforme!
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Convergéncia Uniforme e Diferenciabilidade

Teorema 4: Troca de Limite com Derivada

Seja {f,} uma sequéncia de fun¢des diferenciaveis em [a, b] tal que:
@ Existe xp € [a, b] onde {f,(x0)} converge
@ {f]} converge uniformemente para alguma fun¢do g em |[a, b]
Entao:
@ {f,} converge uniformemente para uma fungdo f em |[a, b]

@ 1 é diferencidvel em [a,b] e f' =g
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Prova do Teorema da Derivada

Demonstracdo.

@ Pelo TVM: para x,y € [a, b],

[fa(x) = fin(x) = [Fay) = Em(W)]| = [73(€) — £ ()l Ix — ¥

@ Por Cauchy uniforme para {f’}: dado e >0, N tal que
m,n> N=|fl(z) —f(z )|< 35— Para todo z

e Entdo: |f,(x) — fin(x) — [fa(x0) — f m(x0)]| < 5B a)|x—x0] <

o Logo, |f(x) = fm(x)] < [fa(x0) = fm(x0)| + 3

e Como {f,(x0)} converge, 3N, tal que
m,n > Ny = |f,(x0) — fm(X0)| < 5

e Entdo m, n > max{N, N»} = |f,(x) — fm(x)| < € para todo x

@ Pelo critério de Cauchy uniforme, {f,} converge uniformemente
para alguma f
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Prova do Teorema da Derivada (Continuag3o)

@ Seja x € [a, b] fixo, h # 0 tal que x + h € [a, b]
o Defina ¢,(t) = 210D - p(3) = 01

@ Pelo TVM: ¢,(t) = f/(£) para algum £ entre x e t
o Entdo |¢n(t) — dm(t)] = [£1(£) — (&)
°

Pela convergéncia uniforme de {f}, {¢,} converge
uniformemente

@ Logo, lim,_ &n(t) = ¢(t) uniformemente

e Em particular, limp,_o ¢(t) = limp_0lim, o Pn(t) =
lim 00 limp_so dn(t) = lim,_o0 f(x) = g(x)

@ Mas limp_0 ¢(t) = f'(x), portanto f'(x) = g(x)

[
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Contraexemplo para Derivacao

Considere f,(x) = 5'"\(f) em R.

o f, — 0 uniformemente (pois |f,(x)| <

f,(x) = /ncos(nx)

]
o {f/(x)} NAO converge (exceto trivialmente)
°

L —0)

Si-

Em particular, lim,_ £,(0) = lim,_o v/n = 00
Mas f'(0) =0
e Logo, lim,_, £,(0) # f'(0)
Observacao: As hipéteses do Teorema 4 n3do sao satisfeitas pois
{f!} ndo converge uniformemente.

(4
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