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Definicdo 2.10

Para algumas sequéncias o conjunto imagem Im(a,) C R é um conjunto
limitado superiormente ou inferiormente, classificaremos as sequéncias em
relacdo as propriedades de limitagcdo da sua imagem como:

e Uma sequéncia (a,) é dita limitada superiormente se o conjunto
{an : n € N} for limitado superiormente como subconjunto dos
nameros reais, i.e, se existir M tal que a, < M para todo n € N.

Cristian Coletti (CMCC - UFABC) Sequéncias limitadas e sequéncias monét«




Defini¢do 2.10 (continuagio)

e Uma sequéncia (a,) € dita limitada inferiormente se o conjunto
{an : n € N} for limitado inferiormente como subconjunto dos
nameros reais, i.e, se existir M tal que a, > M para todo n € N.

e Uma sequéncia (a,) é dita limitada se o conjunto {a, : n € N} for
limitado superiormente e inferiormente. Ou de modo equivalente se
existir M tal que |a,| < M para todo n € N.

@ Uma sequéncia que n3o é limitada é dita ilimitada.
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Exemplo 2.11

A sequéncia (a,) = +1 é limitada pois ’ ’ < 2 para todo n € N.
Vamos provar que

1
<2
n+1 ‘
resolvendo essa desigualdade
1 1
= <2
n+1‘ n+1

1
<:>1<2n—|—2<:>—§<n

O conjunto solucdo da desigualdade anterior é N, ou seja, mostramos que
para todo n:
1

n+1

e deste modo a sequéncia é limitada.

<2
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Exemplos 2.12

@ Do mesmo modo que o exemplo anterior pode-se mostrar que a
sequéncia a, = —n—lz é limitada superiormente pelo 0, e limitada
inferiormente por -1, sendo assim limitada.

@ A sequéncia (b,) = n como veremos abaixo ndo é limitada
superiormente, mas é limitada inferiormente. Uma cota inferior nesse
caso é 0.
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Teorema 2.13

Sejam (ap), (bn) duas sequéncias satisfazendo a, < b, para todo n > ny.
Entdo:
@ se a sequéncia a, é limitada inferiormente, a sequéncia b, também é
limitada inferiormente.

@ se a sequéncia b, é limitada superiormente, a sequéncia a, também é
limitada superiormente.
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Exemplos 2.14

@ A sequéncia a, = % é limitada superiormente pois % < % para todo

n € N. Essa sequéncia também é limitada inferiormente pois 2% >0

para todo n € N.

@ A sequéncia b, = % é limitada superiormente pois % < % para todo

ne N.

© A sequéncia ¢, = (_n—?n é uma sequéncia limitada pois
-1c (_ﬁ)n < L para todo n € N.

n n n
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Proposicdo 2.15

Se a sequéncia (a,) converge entdo (a,) é limitada.
Demonstracdo. Como a, converge, digamos ao ponto a, existe M tal que
se n > M entdo:

lan —a| < 1,

(veja que na definicdo de limite escolhemos € = 1) o que implica que

lan| < |a| +1
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Demonstra¢do (continuagdo)

Veja que mostramos que a partir do ponto M a sequéncia é limitada por

|a] + 1. Sobrou apenas um namero finito de termos {a,...,an} que ndo
sdo necessariamente limitados por |a| + 1. Mas como esse conjunto é finito
ele é limitado por C = max{|ai1],...,|am|}

Agora se tomarmos D = max{|a| + 1, C} teremos que todos os termos da
sequéncia satisfazem |a,| < D. Vejamos porque:
Se n < M entéo

|af7‘ < maX{|a1|7'-‘7|aM|} < D

Se n > M entdo
lan| < |a] +1 < D.
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Exemplos 2.16

Como consequéncia da proposicdo anterior temos que as seguintes
sequéncias ndo convergem, pois n3o s3o limitadas.
@ A sequéncia (n!)%°, diverge. Ela ndo é limitada superiormente pois
para todo n, n! > n.
@ A sequéncia (2")%2, diverge. Essa sequéncia ndo é limitada
superiormente pois para todo n, 2" > n.

o - 2 \*® . NPT .
© A sequéncia (”+1>n=1 diverge. Essa sequéncia n3o é limitada pois

o
n+1" n+n 2
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Sequéncias crescentes e decresce

De modo anéalogo as funcdes reais, as sequéncias podem ser classificadas
em relagdo ao seu crescimento e/ou decrescimento, ou seja, o estudo do
(de)crescimento dos termos da sequéncia em relagdo a sua posi¢cdo na
sequéncia. Assim, dada uma sequéncia (a,) dizemos que:

o (ap) é crescente se, para todo n,m € N com n < m, resulta a, < ap,.

@ (ap) é ndo-decrescente para todo n,m € N com n < m, resulta

an < am.
@ (a,) é decrescente para todo n,m € N com n < m, resulta a, > an,.
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Defini¢des (continuagdo)

° (an) é n3o-crescente para todo n,m € N com n < m, resulta a, > an.

Em qualquer um dos casos acima, dizemos que a funcdo & monétona.

Em particular, quando a funcio é crescente ou decrescente, dizemos que é
estritamente mondtona.
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Definicdo 2.17

As definicdes anteriores admitem as seguintes simplificacdes ateis:

(an)

(an)
(an)
(an)

dn

o

crescente se, para todo n € N temos que a, < api1-

ndo-decrescente se para todo n € N temos que a, < ap11.

[ON

decrescente se para todo n € N temos que a, > apt1.

(O

(O

nao-crescente se para todo n € N temos que a, > ani1.
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Exemplo 2.1

A sequéncia (a,) = ﬁ é decrescente pois para todo n € N temos que

1 1

> .
n n+1

Vamos provar que a sequéncia é decrescente resolvendo a desigualdade na

variavel n que segue:
1 1

n~ n+1

Essa desigualdade é equivalente & n+ 1 > n, que é equivalente a1 > 0. O
conjunto solu¢do da altima desigualdade é N, ou seja para todo n € N vale
a desigualdade

1 1

>
n n+1

e assim a sequéncia é decrescente.
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Exemplo 2.19

A sequéncia nz—’jrl & nao-crescente.
Demonstraremos esse fato resolvendo a desigualdade:

n - n+1
nP?+1" (n+1)2+4+1

A desigualdade anterior claramente é equivalente a :

(n+1)(n* +1) < n((n+1)*+1)
anr+nm+n+1<n®+2n°+2n

s1l<n’+n
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Exemplo 2.19 (continuagdo)

Agora claramente se n > 1 entdo n> + n > 1, ou seja, o conjunto solugdo &
os naturais e a sequéncia é decrescente. (Se o leitor julgar necessario, ele
pode provar que n?> 4+ n > 1, para todo n > 1 através de uma inducio sobre

n.)
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Teorema 2.20 (Convergéncia Monétona)

Toda sequéncia monétona e limitada converge.
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Demonstracdo do Teorema 2.20

Vamos primeiro provar o resultado supondo (a,) crescente e limitada.
Como o conjunto A = {a, : n € N} é limitado, pela propriedade de
completude dos reais, esse conjunto possui supremo, que denotaremos por
L. Provaremos que L é o limite da sequéncia (a,). Como L é supremo,
claramente a, < L para todo n. Agora seja ¢ > 0, entdo L — € ndo pode ser
cota superior de A, pois isso implicaria que L n3o é supremo. E assim
existe um termo ap tal que ay > L — e. Como a sequéncia é crescente isso
implica que para todo n > N

an>L—c¢

E assim
L—e<a<L&e —e<a,—L<0<e

E logo a sequéncia converge a L.
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Demonstra¢do (continuagdo)

Se a sequéncia (ap) é decrescente, a demonstragdo é analoga tomando L o
infimo de A e sera deixada como exercicio.
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O namero e

2.21 Proposicdo A sequéncia e, = (14 1)" & estritamente crescente.
Demonstragcdo. Vamos demonstrar que essa sequéncia é estritamente
crescente, mostrando que o quociente de dois termos consecutivos é maior
que 1. Dividindo dois termos consecutivos da sequéncia temos:

I )
&)

(1
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Demonstra¢do (continuagdo)

Para mostrar que (1 — %)"71 (14 1) & maior que 1, vamos usar a
seguinte desigualdade: (1 + x)"” > 1+ nx para todo x. Usando essa

estimativa temos que:
1\"! n—1
1- = >1- :
E assim temos

S () (D (%) ()

Logo a sequéncia é crescente. [
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2.22 Proposicao

N . n , . . .
A sequéncia e, = (1 + %) é limitada superiormente.
Demonstracdo. Primeiro, usando a expansdo binomial temos:

(1) et () () e Ben ('
)

1n(n—1) 1n(n—1)(n-2) 1n(n—=1)(n—-2)---1
21 n-n 3! n-n-n n! n-n---n

ey (1) ey (5) (7)<
+j!<1_’17) (1—i>..,<1_n;1)
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Demonstra¢do (continuagdo)

Utilizando que 0 < (1 — %) < 1 sempre que m < n, podemos majorar a
soma anterior, obtendo:

1 1
e

1\" 1
L+ ) <1414+
n 3! n!

Agora, como k! > 2k~ para k > 2, temos:

1+1+1+1+ SR T ST
3! nl — 2 4 2n—1

Finalmente, como a expressdo em parénteses é a soma de progressio
geométrica de termo inicial 1 e razdo 2 temos que

1 1 1 1— o 1
I+ 4+ >4 = Z=2(1-2)<2
<+2+4+ +2n_1> =1 ( 2n><

para todo n e assim:

1\" 11
<1+n> §1+(1+++~-+

5t = 1)<1+2_3
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Demonstra¢do (conclusio)

Por outro lado, como essa sequéncia é crescente todos os seus termos sdo
maiores que o primeiro termo e; = 2, ou seja:

1 n
2§(1+> <3
n

e logo a sequéncia é limitada. O
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Convergéncia e definicdo de e

Como ja mostramos, a sequéncia (1 + f) € mondtona crescente e
limitada. Logo pelo teorema 2.20 ela converge. O limite dessa sequéncia é
chamado niimero de Euler ou simplesmente “e” e & denotado por e. Pelas
estimativas que obtivemos no exemplo 2.22, sabemos que esse niimero esta
entre 2 e 3. Com um pouco mais de esforco pode-se provar que os
primeiros digitos do niamero e sdo 2,71828183, ou seja e ~ 2,71828183, e
que e é irracional.
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Limites Infinitos
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2.6 Limites Infinitos

Algumas sequéncias, apesar de ndo convergirem, possuem um
comportamento inteligivel conforme o valor de n cresce: a sequéncia
torna-se maior que qualquer niamero real C para valores suficientemente
grandes de n. Para essas sequéncias diremos que o limite é infinito e
usaremos a notacio

ap— o0 ou lim a,=o00
n—oo

Se uma sequéncia se torna menor que qualquer namero real C, para valores
suficientemente grandes de n, diremos que o limite da sequéncia é menos
infinito e denotaremos tal fato por:

b, - —00 ou |lim b, = —0c0.
n—o0
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Definicdes Formais

Limites Infinitos
Dada uma sequéncia (a,) : N* — R, dizemos que o limite da sequéncia
(an) € mais infinito, fato que denotaremos por

lim a, = oo,
n—o0

se para todo C € R, existe M € N* tal que se n > M entdo a, > C.
Dada uma sequéncia (a,) : N* — R, dizemos que o limite da sequéncia
(an) € menos infinito, fato que denotaremos por

lim a, = —o0,

n—o0o

se para todo C € R, existe M € N* tal que se n > M entdo a, < C.
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Observacées Importantes

E importante observar que oo é somente uma notac3o para o fato da
sequéncia se tornar maior que qualquer nimero natural para termos
suficientemente grandes. Dessa forma n3o podemos realizar operacdes
algébricas com o simbolo de infinito. Em outras palavras as expressées
00 — 00 ou 22 ndo fazem sentido.
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2.23 Exemplo

[im n= o0
n—oo

Queremos provar que dado C > 0 existe M tal que se n > M ent3o:
n>C

Como a sequéncia n ndo é limitada superiormente, pelo menos um de seus
termos, digamos aps € maior que C. Agora se n > M entdon> M > C,
como queriamos.

Pode-se mostrar de modo analogo que

() = e
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2.24 Teorema (de Comparacio de Sequéncias)

Sejam a,, e b, duas sequéncias reais satisfazendo a, < b, para todo n.

1. Se
lim a, = oo entdo |lim b, = co.

n—oo n—oo
2. Se
lim b, = —o0 entdo Ilim a, = —oo.
n—o0 n—oo
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2.25 Exemplos

Como corolario do teorema anterior, temos os seguintes limites, que sdo
facilmente obtidos através de comparacdo com uma das sequéncias a, = n

e b, = —n.
1.
lim n" = o0
n—oo
2.
lim nl = o0
n—o0
3.
lim 2" = o0
n—oo
4. Dado k € N* ent3o
lim n¥ = oo.
n—oo
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2.25 Exemplos (continuag3o)

5. Dado k € N* impar entdo

. B k:_
(=) = 0

6. Dado k € N* par entdo

. . k:
m (=n)" = o0

lim e”" = o0
n—o0
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2.26 Proposicdo

Se a, & uma sequéncia n3o-decrescente e n3o limitada superiormente,
entdo a, — oo.

Demonstracdo. Seja C € R, como a, n3o é limitada superiormente existe
ay tal que ay > C. Como a sequéncia a, é ndo-decrescente, se n > N
entdo a, > ay > C e assim a, — oco. [

De modo analogo, pode-se provar que se a, & nido-crescente e ndo limitada
inferiormente entdo seu limite é —oo.

o
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2.27 Exemplo

[im Inn =00
n—oo

A sequéncia In(n) é monétona crescente, logo temos duas possibilidades ou
ela é limitada superiormente e nesse caso converge ou ela é ilimitada
superiormente e neste caso seu limite é oco.

Suponha que In n fosse limitada superiormente, ou seja existe C € R tal
que Inn < C para todo n € N*. Neste caso teriamos que n = e"" < €€, e
a sequéncia n seria limitada superiormente. Absurdo. E assim temos que a
sequéncia In n & ilimitada e seu limite & co.
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2.28 Proposicdo

Seja (an) uma sequéncia real.

1. Se a, > 0 para todo n € N, ent3o a, — 0o se, e somente se, ?ln — 0.
2. Se a, < 0 para todo n € N, ent3o a, — —o0 se, e somente se, ai,, — 0.
Demonstracdo. Demonstraremos apenas a primeira afirmac3o.

(=) Dado € > 0, nosso objetivo & encontrar N € N tal que

1 1
— —0l=—<e
an an

para todo n > N. Como a, — oo, pelo uso da definicdo de sequéncias
divergindo para o infinito, para % > 0, existe um N € N tal que a, > %
para todo n > N. Em outras palavras, para todo n > N, temos ain < €.
Assim, encontramos tal N.

(<) Como a, é positivo, ?1,, também é positivo para todo n. Dado K > 0
queremos mostrar que existe N € N tal que a, > K para todo n > N.
Como ain — 0 ea, >0, utilizando € = % > 0, existe N € N tal que

0< ?1,, < % para todo n > N. Em outras palavras, para todo n > N,
temos a, > K. Assim, encontramos o N desejado..[]
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2.29 Exemplo

Queremos encontrar o limite lim,_,« n*/".

Observe que, como n > 1, para cada n € N devemos ter n'/" > 1, caso
contrario, nt/" < 1" =1, o que é absurdo! Assim, podemos escrever

n'/" =14 a, para alguma sequéncia de nameros n3o negativos (aj). Isso
implica que n = (1 + a,)" e, pelo desenvolvimento binomial para n > 2,
temos:

e logo

2

o< <
=9 = n—1

Usando a Proposicdo 2.28 e o Teorema do Confronto, ao tomar o limite
quando n — oo, obtemos a, — 0. Portanto, tomando o limite quando
n — oo dos dois lados de n'/" = 1 + a,, temos que limpy_oo.n®/".= 1.
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Propriedades do limite de sequéncias

Vamos nessa secdo apresentar algumas propriedades dos limites que serdo
muito Gteis nos calculos dos mesmos.

2.30 Teorema (Propriedades Algébricas do Limite) Seja ¢ um namero

real e (a,) e (by) duas sequéncias convergentes, tais que lim,_oca, = A e
lim,_s0 by = B. Entdo:

L1. limpoo(can) = cA.

L2. limp—oo(@n + bp) = A+ B. (Limite da soma)

L3. limp—oo(an - bp) = AB. (Limite do produto)

L4. Se lim, o an = A # 0 entdo lim,_ . (Z—:) = g. (Limite do
quociente)

L5. limp—o0 |an] = |A|. (Limite do médulo)

L6. Se k & impar, lim,_,oc /an = VA. (Limite da raiz)

L7. Se k & par e a, > 0, limy_y00 /@0 = V/A. (Limite da raiz)
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Demonstragdo (L1)

Demonstragdo. (i) Comegaremos considerando o caso ¢ # 0. Nosso
objetivo é mostrar que a sequéncia (ca,) converge a cA, ou seja nés
queremos achar um ponto M a partir do qual

|cap — cA| < e.
Observamos inicialmente que vale a igualdade:
|ca, — cA| = |c||an — A| (2.4)

Como por hipétese sabemos que a, — A, isto implica que existe um ponto
My a partir do qual a diferenca entre a sequéncia a, e A é t3o pequena
quanto queiramos, ou seja: se n > Mj entdo temos que

€

lan — Al < (2.5)

el
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Demonstragdo (L1) - Continuagdo

Agora basta combinarmos as equagdes 2.4 e 2.5 para terminarmos a
demonstragdo. Vejamos como:

Seja M = My, como definimos acima, ent3o para n > M; temos que:

|can — cA| = |c||an — Al < |cy.|%|:e. (2.6)
E assim provamos que (ca,) — cA.
Vamos refazer a demonstracdo de outro modo:
Reobservamos que vale a igualdade:
|ca, — cA| = |c||an — A| (2.7)
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Demonstra¢do (L1) - Segunda abordagem

Como por hipoétese sabemos que a, — A, isto implica que existe um ponto
My a partir do qual a diferenca é t3o pequena quanto queiramos, ou seja:
se n > M; entdo temos que

|a,, - A| <€ (2.8)

Agora basta combinarmos as equa¢bes 2.7 e 2.8 temos que Seja M = My,
como definimos acima, entdo para n > M; temos que:

|ca, — cA| = |c||an — A| < |clex (2.9)

Agora como podemos escolher €1 t30 pequeno quanto queiramos,
escolhemos €1 = |—f:| e assim 2.9 fica:

|can — cA| = |c||an — A| < |cler = ’C‘Tz! = (2.10)

O que prova que (ca,) — cA.



Demonstragdo (L2)

(i) Para provarmos que (a, + bp) — (A + B), precisamos estimar
|(an + bn) — (A + B)|

para valores grandes de n, e para esses valores obter que o médulo anterior
& menor que e.
Comecamos reordenando o médulo anterior, e assim:

(an + bn) = (A+ B)| = [(an — A) + (bn — B))|
Agora usaremos a desigualdade triangular para obtermos:

|(an + bn) = (A+ B)| = |(an = A) + (by = B)| < |an — A[ + | b, — B| (2.11)
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Demonstragdo (L2) - Continuagdo

Como a, — A, por definicdo de convergéncia, temos que existe um ponto
M; a partir do qual |a, — A] < 5, i.e,

€

]a,,—A|<2

sempre que n > M
Por outro lado como por hipétese b, — B, por definicdo de convergéncia,
temos que existe um ponto M, a partir do qual |b, — B| < 5, i.e,

€
|b,,—B]<5

sempre que n > M,
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Demonstra¢do (L2) - Conclusio

Seja M = max{M, M,}, entdo se n > M temos:

(204 ba)—(A+B)| = [(an—A)+(by—B)| < lan—Al+|b,—B| < 545 = €.

€
2
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Demonstragdo (L3)

(iii) Vamos provar que (apb,) — AB. Observamos primeiramente que
valem as desigualdades

|anbn — AB| = |anb, — Ab, + Ab, — AB| (2.16)
< |anbp — Aby| + |Ab, — AB| (2.17)
< |bl|an — Al + |Al| by — B| (2.18)

Vamos supor que A # 0 (o caso A = 0 deixamos como exercicio ao leitor).
Como (b,) — B, existe M; tal que se n > M; entdo

€

b, — B

(2.19)
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Demonstracdo (L3) - Continuagio

Como (bp) & convergente, existe uma cota C tal que para todo n temos
que |by| < C e observamos que esta cota pode ser escolhida diferente de
zero. E assim como a,, — A existe um ponto M, tal que se n > M, ent3o:

€

n— A 2.20
a0 — Al < (220)
Agora podemos terminar a demonstracdo, para tanto seja
M = max{ My, M,}, entdo se n > M temos que:
|anby — AB| = |anby — Aby + Ab, — AB| (2.21)
< |apby — Aby| + |Ab, — AB| (2.22)
< |bn|lan — A| + |Al|bn — B (2.23)
< Cla, — Al + |Al|b, — B (2.24)
€ €
Cl—= Al — | = 2.2
<C(g)+ |<|A|2> ‘ (2:25)
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Demonstracdo (L4)

(iv) Como
an 1

pelo item 3 basta provarmos que se b, — B entdo bl,, — %, sempre que
B # 0. Comegamos observando que:

1

1
= 2.2
b B (2.26)

‘ _|B—b,
| B[ b

Como b, — B sabemos que existe um ponto M; tal que se n > M; entdo

Bl

|b, — B| < > (2.27)

o que implica que |b,| > |B|/2 (porque?).
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Demonstracdo (L4) - Continuagdo

Existe um outro ponto M tal que se n > M, ent3o

B|2
by — B| < 9B (2.28)
Finalmente escolhemos M = max{ My, M,}, para n > M, teremos:
1 1 B —b,| ¢€B? 1
b B‘ Blibl| = 2 |BIIB/2
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2.31 Exemplo

1
im 2L g
n—o0 n
Pela propriedade da soma (L2), se os limites
1
lim 1, lim —

n—o00 n—oo N

existirem, ent3o

. h+1 ) o1
lim = lim 1+ lim —
n—oco N n—00 n—oo n

Mas, como ja demonstramos

lim 1=1,

n—oo

por ser uma sequéncia constante e

1
lim — =0
n—oo N

e assim

. n+1
lim =1



2.32 Exemplo

Para todo k € N, )

ok =0
Vamos provar por indugdo. O caso k =1 ja foi feito. Assim vamos supor
por hipétese indutiva que

) 1
i, ey =0
Mas usando a L3 temos que:
1 1 1

n—o00 N n—oo N n—oo nkK—

=0-0=0
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2.33 Exemplo

" 2n® +1
im ———
n—oo n%+3
Observe que ndo podemos usar L4 pois ambas as sequéncias do numerador
e do denominador s3o divergentes.
Para calcularmos esse limite devemos usar a seguinte estratégia:
comecamos dividindo por n® o numerador e o denominador, e logo:
2 24 1
2n-+1 ) + 2

lim — lim =
n—oo n2 43 n—oo 1 + =
n

Supondo que os limites no denominador e no numerador existam, podemos
usar L4, e temos

limnsoo (24 %)

iMoo (L+ )

n2
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2.33 Exemplo - Continuagdo

Supondo que os limites de cada termo da soma existam, podemos usar que
o limite da soma é a soma dos limites (L2) e

1
lim 2+ Iim —=2+0=2

n— oo n—oo n2

im 14+ lim %:14—0:1

n—o00 n—oo N
e assim
o2 +1 2
lim =

n—oo n2 43 _122
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2.34 Exemplo
lim (1 — 1>"
n—o00 n

Vamos calcular esse limite reduzindo seu calculo ao limite conhecido

1 n
[im <1 + > =e
n—o0 n

Para tanto comecamos com algumas manipulacées algébricas:

lim <11> = lim (”_1> (2.30)
n—oo n n—oo n

~ fim : 1>n (2.31)
n—1
. 1

— lim — 1 (2.32)

n—00 <1+ 1 )
n—1
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2.34 Exemplo - Continuagdo

Para calcularmos o limite

1 n—1
lim <1+ )
n—o0 n—1

n—1
observe que a sequéncia b, = (1 + nll) e a sequéncia e, = (1 + %)”

sdo tais que e, = bpy1 € assim elas possuem o mesmo limite

1 n—1 1 n
lim (1+ ) = lim <1+> =e
n—00 n—1 n—o0 n
1
lim (1 + > =1
n—00 n—1

) 1 1
lim = =e

n— o0 1 n—1 1 e-1
(1 + n—l) (1 + ﬁ)
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Teorema do confronto

Um modo extremamente eficaz de calcular limites é o Teorema do
Confronto, que em termos vagos nos diz que se uma sequéncia esta
ensanduichada por duas outras que convergem ao mesmo limite, entdo a
sequéncia ensanduichada também converge a esse limite.

2.35 Teorema (do confronto) Dadas (a,), (bn) € (cn) sequéncias reais
tais que a, < b, < ¢, para todo n > ng. Ent3o se

liMmp—00 @n = limp—00 ¢y = L, entdo existe (by,) converge e limp_o by = L.
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Demonstracdo do Teorema 2.35

Demonstracdo. Como a,, € convergente existe um ponto M; tal que se
n > M, ent3o:

lan— L <e & L—e<a<l+e (2.34)

Por outro lado como ¢, & convergente existe um ponto M, tal que se
n > M, ent3o:

len—Ll<e & L—e<c<Ll+e (2.35)

Agora seja M = max{ My, M,} entdo pela equagdo 2.34 L — e < a, e como
b, > a, temos que b, > L —¢. Ja pela equacdo 235 b, < c, < L+¢
entdo b, < L+e¢. Assim L —e < b, < L+ ¢ para todo n > M e assim
temos que b, converge a L. [
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2.36 Exemplo

Se |r] < 1 entdo limp0o r" =0

Provaremos primeiramente o caso 0 < r < 1, neste caso como r < 1 entdo
%>1edestaforma%:1+a<:>r:i

14+a-

Pelo Exemplo 1.38 temos que (14 «)” > 1+ na e assim

1 1 1

0<r"= < < —
(1+a)" 1+na  na

e logo pelo Teorema do Confronto o limite é zero.

No caso que —1 < r < 0, note que —|r|" < r" < |r|" e agora como

0 < |r| <1, temos que |r|” — 0 e assim novamente usando o Teorema do
Confronto temos que r"” — 0.
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2.37 Exemplo

im sen(n) _0

n—o00 n

Como: —1 <sen(x) < 1, dividindo essa desigualdade por n temos:

B sen(n)

<

<

S|

1
n n

Como limpy_yoo £ = limp_yoo —% = 0, pelo Teorema do Confronto
n n

im sen(n)

n—o0 n

=0
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2.38 Exemplo

Seja a, uma sequéncia limitada e b, uma sequéncia que converge a 0 ent3o:
anb, — 0
Como a, é limitada, existe C tal que
—-C<a,<C.
Multiplicando a desigualdade anterior por |b,| temos:
—C|bn| < anbp < C|bp|.

Agora como b, — 0 entdo |b,| — 0 e assim C|b,| — 0 e —C|b,| — 0,
logo pelo Teorema do Confronto a,b, — 0.
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2.39 Proposicido (Preservacdo de Desigualdades)

Sejam (a,) e (by,) duas sequéncias reais convergentes tais que a, — L e
b, — M. Se a, < b, para todo n € N, entdo L < M.

Demonstracdo. Suponha, por contradicdo, que L > M, de modo que
L—M>0. Definindo €= L_M > 0, como a, — L, existe um N; € N tal
que |a, — L| < £5M para todo n > Ni. Em particular, temos a, > M+t
para n > Nj.

Além disso, como b, — M, existe um N, € N tal que |b, — M| < %
para todo n > N,. Em particular, temos b, < L+M para n > Nb.
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Demonstra¢do da Proposicdo 2.39 (continuagdo)

Assim, para N = max{Nj, N>}, temos MH‘ <any < by < ﬂ o que é
uma contradi¢do. Portanto, concluimos que L<M. O
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