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2.9 Subsequéncias

2.40 Definicao Seja (s,)72; uma sequéncia e (n,)22; uma sequéncia de
nameros naturais tal que n; < np < n3 < ---. A sequéncia (sp, )22 €
chamada de subsequéncia de (s,)% ;.
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2.41 Exemplos

Sejam as sequéncias (an) e (bp) definidas por a, = (—1)" e b, = 2n.
1. Se definirmos uma fung&o crescente k : N — N por k(n) = 2n, entdo
temos uma nova sequéncia:

(ak,) = (a2n) = (a2, as, a6, as, ...) = (1,1,1,1,...)

Esta sequéncia (ax,) € uma subsequéncia de (a,) uma vez que estamos
apenas pegando os termos de niimero par da sequéncia original e ignorando
os demais.

Cristian Favio Coletti Subsequéncias 3/23



2.41 Exemplos (continuag3o)

2. Também podemos definir k(n) = n? para que possamos criar uma
subsequéncia de (b,,) dada por:

(b)) = (by2) = (b1, ba, b, brs, ...) = (2,8,18,32,...)

onde o n-ésimo termo nesta nova sequéncia é dado por by, = 2n?
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2.41 Exemplos (continuag3o)

3. Outro exemplo de uma subsequéncia é a cauda de uma sequéncia. A
cauda de uma sequéncia (a,) € uma sequéncia (any+1, an+2, an+3, - -.) para
algum N fixo em N. Esta cauda é uma subsequéncia obtida pela
pré-composicdo da sequéncia (a,) com a fungdo estritamente crescente
k(n) = N + n. Assim, a subsequéncia resultante de (a,) seria

(ak,) = (an+n) = (aN+1, AN+2, ANY3, - - -)-
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2.42 Teorema

Se uma sequéncia (s,) converge para um namero real s, entdo toda
subsequéncia de (s,) também converge para s.

Demonstragdo. Seja (sn, ) uma subsequéncia de (s,). Dado qualquer ¢ > 0,
existe um namero natural N tal que n > N implica que |s, — s| < €.
Assim, para k > N, aplicamos o resultado do Exercicio 2.35 para obter

ng > k > N, o que garante que |s,, — s| < . Portanto,

lim s, =s. [0
k—o0
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2.43 Exemplo

Uma aplicagdo do Teorema 2.42 é encontrar o valor do limite de uma
sequéncia convergente. Suponha que 0 < x < 1 e considere a sequéncia
(sp) definida por s, = x1/". Como 0 < x/" < 1 para todo n, (s,) &
limitada e crescente. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona 2.20, (s,)
converge para algum namero, digamos s. Temos que:

52I‘l = Xl/(2n) =V Xl/n = \/g
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2.43 Exemplo (continuag3o)

Pelo Teorema 2.42,
lim s, = lim s,
n—oo n—o0

e, utilizando a propriedade
lim /s, = lim s
n—oo n n—o00 m

s= lim s, = lim s, = lim /s, = /s.
n—o0 n—o0 n—oo

obtemos:

Portanto, s> = s, o que implicaque s =0ous=1. Comos; =x>0ea
sequéncia é crescente, temos que s # 0. Logo, s=1¢e

lim x¥/"=1. O

n—oo
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2.44 Exemplo

O Teorema 2.42 também pode ser Gtil para mostrar que uma sequéncia é
divergente. Se a sequéncia s, = (—1)" fosse convergente para algum
nimero s, entdo todas as subsequéncias também convergiriam para s. No
entanto, as subsequéncias (sz,) e (s2n—1) convergem para valores
diferentes, +1 e —1, respectivamente, o que mostra que (s,) ndo é
convergente.

Cristian Favio Coletti Subsequéncias 9/23



2.45 Teorema (Bolzano-Weierstrass)

Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia convergente.
Demonstracdo. Seja (sp)nen uma sequéncia de nimeros reais com

ag < Sp < by para todo n € N.

Passo 1 (Construcdo da subsequéncia):

1. Definimos L = |by — ag|.

2. Dividimos o intervalo [ag, bp] em duas metades. Pelo menos uma dessas
metades deve conter infinitos valores s,. Escolhemos uma dessas metades e
chamamos-a de [a1, by]. Observe que |by — a1| = 3|by — a0| = 5, e que

a € {ao, ap + @} portanto a; > ag. Existem infinitos s, em [a1, b1].

Escolhemos um desses valores, digamos, s;;.
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Demonstra¢do (continuagdo)

3. Agora, dividimos o intervalo [a1, b1] em duas metades. Novamente pelo
menos uma das metades deve conter infinitos s,. Escolhemos uma dessas
metades e chamamos-a de [a2, b2]. Note que |by — ap| = %\bl —a| = %, e
que a € {a1,a1 + %} de modo que a» > a;. Existem infinitos s, em
[a2, b2]. Escolhemos um desses valores, digamos, s;, com ip > ij.

4. Continuamos o processo. E dessa forma, obtemos uma sequéncia de
intervalos encaixantes:

[30; bO] — [al, bl] — [32, b2] ..

- L L
com comprimentos L, 5, 7, ...
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Demonstra¢do (continuagdo)

Note que |b, — a,| = %|b,,_1 — ap—1/| para todo n € N, o que implica

|bn — ap| = 35|bo — ao| = % para todo n € N. Além disso,
ag<a<a<---.

Passo 2 (Obtengdo do Limite): A sequéncia a1, ap, a3, ... € mondtona
crescente e limitada superiormente por by. Portanto, ela converge. Denote
o limite por s.

Passo 3 (Prova de que s, — s): Seja e > 0. Como (ap)ncn converge
para s, temos que

dN; € N tal que |a, —s| < % sempre que n > Nj.
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Demonstra¢do (conclusio)

Como s;, esta no intervalo [a,, by|, € 0 comprimento do intervalo [an, b,] €

2%, a distancia de s;, até a, € no maximo 2—L,, 0 que converge para zero

quando n — oco. Assim,
IN, € N tal que |sj, — an| < g sempre que n > No.
Escolhendo N = max{N;, N>}. Entdo, para n > N, temos:
|si, —s| <|si, —an|+]an—s| <€

o que conclui a prova. [J
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Sequéncias de Cauchy

Quando uma sequéncia (s,) é convergente, os termos se aproximam cada
vez mais do valor do limite para valores grandes de n. Consequentemente,
eles também se aproximam entre si. Na verdade, essa altima propriedade
(chamada propriedade de Cauchy) é suficiente para garantir a convergéncia
de sequéncias reais.

2.46 Definicdo (Sequéncias de Cauchy) Uma sequéncia (s,) de
nameros reais é chamada de sequéncia de Cauchy se, para cada ¢ > 0,
existe um namero natural N tal que, para m,n > N, temos |s, — sp,| < €.
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2.47 Proposicao

Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Suponha que (s,) converge para s. Para mostrar que s,
esta préximo de s, para valores grandes de n e m, usamos o fato de que
ambos estdo préximos de s. Uma aplicacdo da desigualdade triangular nos

da:
ISh — Sm|l=|sn — 5+ 5—5Sm| < |sn— 5|+ |s— sm]
Dado um ¢ > 0, escolhemos um namero natural N tal que, para k > N,

temos |sx — s| < /2. Entdo, para m,n > N, temos:

e €
|s,,—sm]§|5n—s|+\s—5m]<§+§:5

Portanto, (s,) é uma sequéncia de Cauchy. O
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2.48 Proposicdo

Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
Demonstracdo. A demonstrac3o é simples e sera deixada como exercicio. [
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2.49 Teorema (Critério de Convergéncia de Cauchy)

Uma sequéncia de nimeros reais é convergente se, e somente se, for uma
sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Ja mostramos que toda sequéncia convergente é de
Cauchy. Agora, suponha que (s,) seja uma sequéncia de Cauchy. Como a
sequéncia (s,) é limitada, pela propriedade de Bolzano-Weierstrass, existe
uma subsequéncia (sp, ) de (s,) que converge para algum limite L € R.
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Demonstra¢do do Teorema 2.49 (continuagdo)

Provaremos agora que a sequéncia original converge para o mesmo limite.
Como (sp) é uma sequéncia de Cauchy, temos que, para todo £ > 0, existe
um N tal que, para todo m,n > N, |s, — sp| < 5. Em particular, isso
significa que, para n, n, > N, temos |s, — sp, | < 5.

Como (sp, ) converge para L, existe um indice K tal que, para todo

ni > K, temos |s, — L| < 5.
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Demonstra¢do do Teorema 2.49 (conclus3o)

Seja M = max(N, K). Para n > M, podemos usar a desigualdade
triangular para obter:

‘Sn - L‘ < ’5n - Snk’ + |Snk - L’

Escolhendo ny > M, temos [s, — sp,| < 5 e |sp, — L| < 5. Portanto,
obtemos:

e €
_L — —_ =
|Sn ]<2—i-2 €

Mostramos que, para todo € > 0, existe um M tal que, para todo n > M,
|sh — L| < e. Isso prova que (s,) converge para L.
Logo toda sequéncia de Cauchy nos nameros reais é convergente. []
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2.50 Exemplo

llustraremos o uso do critério de Cauchy mostrando que a sequéncia
s,,:l—i-%—i-%—i--'-—l—% é divergente.
Se m > n, ent3o:

1 1 1 m-—n n
+ +r = >

Sm_s":n—i—l n+2 m m m

Em particular, quando m = 2n, temos sy, — s, > % Portanto, a sequéncia
(sn) ndo pode ser de Cauchy e, assim, ndo é convergente.
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2.51 Teorema

Se K & um corpo ordenado que satisfaz a Propriedade Arquimediana, ent3o
K & completo se, e somente se, toda sequéncia de Cauchy em K é
convergente.

Demonstracdo. A implicagdo (<=) ja foi demonstrada no Teorema 2.49.
Aqui, faremos apenas um esbog¢o da prova da implicagdo (=), deixando
como exercicio ao leitor completar os detalhes. Seguiremos uma estratégia
similar a utilizada no Teorema 2.45. Considere s € S # () e seja M uma
cota superior de S. Defina ag = s e by = M, e denote L = |by — ag|.
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Demonstra¢do do Teorema 2.51 (continuagdo)

Divida o intervalo [ag, by] ao meio e escolha o subintervalo a direita que
contém ao menos um ponto de S, denotando este subintervalo por [az, b1].
Repetindo esse processo, obtemos uma sequéncia de intervalos encaixantes:

[ao,bo] D) [31, bl] D) [32, b2] DRERE

com comprimentos L, é %,

Considere a sequéncia ai, a2, a3, .... Se j > i, entdo |a; — aj| < Z—L, Em um
corpo arquimediano, temos que % — 0 quando i — co. Portanto,

ai, a, as, ... € uma sequéncia de Cauchy e, consequentemente, converge.

Denotemos o limite por s. Finalmente, podemos concluir que s é o
supremo de S. [J
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Sequéncias de Cauchy e Completude

O conceito de que toda sequéncia de Cauchy converge poderia ser tomado
como a definicdo de completude de um corpo. Em outras palavras
poderiamos ter assumido o seguinte axioma:

Axioma 13: Um corpo ordenado é dito completo se e somente é
arquimediano e toda sequéncia de Cauchy converge.

Esse Axioma da Completude pode ser mais intuitivo para o leitor, ja que
intuitivamente, uma sequéncia de Cauchy é uma sequéncia cujos elementos
ficam cada vez mais préximos uns dos outros a medida que avancamos.
Essa ideia de "aproximacg3o" entre os termos sugere que a sequéncia esta
se "aproximando" de algum valor nos reais, mesmo que inicialmente n3o
saibamos qual é esse valor. Nos reais, toda sequéncia de Cauchy realmente
converge para um namero real, o que reflete uma propriedade fundamental
desse conjunto: ele é completo, ou seja, ndo "falta" nenhum namero que
possa servir de "destino" para a sequéncia.
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