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Convergéncia

Convergéncia é um aspecto importante do célculo de probabilidades.
Pode ser definida de varias formas, cada tipo de convergéncia tendo seu
préprio interesse e campo de aplicacdo especifico.

Como de costume, assumiremos um espaco de probabilidade subjacente
(Q,F,P).

Definition (Definicao 3.1)

Sejam X, X,,n > 1, v.a.'s no mesmo espago de probabilidade (2, F, P).

Cristian Coletti Convergéncia Primeiro Quadrimestre de 2026 2/16



Convergéncia

Definition (Continuagdo)

(a) Se X, Xp,n > 1, tomam seus valores em um espago métrico (E, d),
dizemos que a sequéncia (X,), converge para X em probabilidade

(escrito limp_ o0 Xp L X) se para todo § >0

lim P(d(Xy, X) > 6) = 0.

n—o00

(b) Se X, X,,n > 1, tomam seus valores em um espaco topoldgico E,
dizemos que (X,), converge para X quase certamente (g.c.) se existe
um evento negligencidvel N € F tal que para todo w € N¢

lim X,(w) = X(w).

n—o0
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Definition (Definicdo 3.1 (continua¢do))
(c) Se X, X,,n > 1, sdo com valores em R™, dizemos que (X,), converge
para X em LP se X, € LP para todo n e

lim (X, — X|P)"? X, — X||p = 0.

= lim
n—o0o n—o0o

(a) Lembrando que para probabilidades a norma LP é uma fungdo crescente
de p, convergéncia em LP implica convergéncia em L9 para todo g < p.
(b) Na verdade, convergéncia em LP pode ser definida para v.a.'s com
valores em um espaco normado.
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Dedicaremos nossa atencao ao caso Euclidiano, mas todas as propriedades
que veremos também valem para v.a.'s com valores em um espaco
normado completo geral.

Neste caso LP é um espaco de Banach.

(c) Lembre-se da desigualdade

HIXlle = 1Y llpl < [1X = Ylp.

Portanto, convergéncia em LP acarreta convergéncia das normas LP.
Vamos comparar esses diferentes tipos de convergéncia.

Assuma as v.a.'s (X,), serem com valores em R™: pela desigualdade de
Markov temos, para todo p > 0,

P(1X— X| > 8) < ZB(1X, ~ X?),

logo
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Continuacao

Convergéncia em LP, p > 0, implica convergéncia em probabilidade.
Se a sequéncia (X,),, com valores em um espago métrico (E, d), converge
g.c. para uma v.a. X, entdo d(X,, X) —=n-00 0 g.c., i.e., para todo § > 0,
L[d(Xn,X)>8] —*n—o0 0 q.C. e pelo Teorema de Lebesgue

lim P(d(Xn. X) > 6) = lim_ E(Ljg(x,x>4) = 0.

n—o00

Cristian Coletti Convergéncia Primeiro Quadrimestre de 2026 6 /16



Convergéncia Quase Certa e o Lema de Borel-Cantelli

ie.

convergéncia q.c. implica convergéncia em probabilidade.

A reciproca n3o é verdadeira, como mostrado no Exemplo 3.5 abaixo.
Note que convergéncia em probabilidade depende apenas das leis
conjuntas de X e de cada X,, enquanto convergéncia g.c. depende de
forma mais profunda das distribuicdes conjuntas das X,'s e X.

E f4cil construir exemplos de sequéncias convergindo q.c. mas ndao em LP:
estes dois modos de convergéncia ndo sdo comparaveis, mesmo que
convergéncia q.c. seja geralmente considerada mais forte.

A investigacdao da convergéncia q.c. requer uma ferramenta importante
introduzida na préxima secdo.
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Convergéncia Quase Certa e o Lema de Borel-Cantelli

Seja (An)n C F uma sequéncia de eventos e seja

A="Tim A, ﬁ U Ax.
T ko

A é o limite superior dos eventos (Ap),.
Um olhar mais atento a esta definicio mostra que w € A se e somente se

w € U Ay para todo n,
isto é, se e somente se w € Ak para infinitos indices k, i.e.

lim A, = {w;w € A para infinitos indices k}. (3.1)

n—o00

O nome "limite superior’ vem do fato de que

1A = I|m 1A
n—o0
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Convergéncia r Borel-Cantelli

Claramente, o limite superior de uma sequéncia (A,), ndo depende dos
eventos "iniciais” Aq, ..., A.
Logo, pertence a o-dlgebra de cauda

o0
B> =()o(la,lan,,---)
i=1
e, se os eventos A1, Ay, ... sdo independentes, pelo Teorema de
Kolmogorov 2.15 seu limite superior sé pode ter probabilidade 0 ou 1.
O resultado a seguir fornece uma ferramenta simples e poderosa para
estabelecer qual dessas eventualidades ocorre.

Teorema 3.3 (Lema de Borel-Cantelli)

Seja (An)n C F uma sequéncia de eventos.

Cristian Coletti Convergéncia Primeiro Quadrimestre de 2026 9/16



Convergéncia - Borel-Cantelli

Teorema 3.3 (continuagdo)

(a) Se >°0°, P(A,) < +oo entdo P(limy—00As) = 0.
(b) Se > 2,2, P(As) = +00 e os eventos A, sdo independentes ent3o
P(limy—00An) = 1.

Demonstracgao (a): Temos

iP(A,,) - E(i 1An)

n=1 n=1

mas lim,_,o0A, é exatamente o evento {30214, = +00}: se
w € lim,_00Ap, entdo w € A, para infinitos indices e portanto na série do
lado direito ha infinitos termos iguais a 1.
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Borel-Cantelli

Logo, se >, P(A,) < +oo entdo Y%, 14, € integravel e o evento
limp—00An € negligencidvel (o conjunto de w's nos quais uma fungdo
integravel toma o valor +00 é negligenciavel, Exercicio 1.9).

(b) Por defini¢cdo, a sequéncia de eventos

U A

k>n

decresce para lim,_An. Logo

P(W,HOOA,,) — nIi_)ngoP( U Ak>. (3.2)
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Borel-Cantelli

Vamos provar que, para todo n, P (Uk>n Ak> =1 ou, o que é 0 mesmo,
que

P (AL] =0

k>n
Temos, sendo os A, independentes,

(1) = i (1) = g [T e

k>n
N 00

= lim_ [J@=P(A)) = J](1 - P(AL).
k=n k=n

Como assumimos Y > ; P(A,) = +00, o produto infinito acima se anula

por um resultado de convergéncia bem conhecido para produtos infinitos
(recordado na préxima proposicgo).
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Borel-Cantelli

Portanto P (— Cantellicupy>,Ak) = 1 para todo n e o limite em (3.2) é
igual a 1.

Proposi¢ao 3.4

Seja (uk)k uma sequéncia de ndmeros com 0 < uy <1 e seja

a [T - w).
k=1

Entao
(a) Se > %2 ux = +0o0 entdo a = 0.
(b) Se ux < 1 para todo k e >"}7, ux < +oo entdo a > 0.

Cristian Coletti Convergéncia Primeiro Quadrimestre de 2026 13 /16



Demonstracao:
(a) A desigualdade 1 — x < e * d3

n

n
a= lim (1 —ug) < lim H e Y = lim exp < - uk) =0.
n—o0 K—1 n—o0 i n—o0
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Borel-Cantelli

Fig. 3.1 Os gréficos de x — 1 — x junto com x — e~ * (pontos, o
superior) e x > e~ X,

(b) Temos 1 — x > e~?* para 0 < x < § para algum § > 0 (veja Fig. 3.1).
Como > 77 ux < 400, temos Uk —k—00 0, de modo que uy < § para
k > np.

Logo
n ng n ng n
[To-w)=TJa-w) J] @-w)=]JQ-wuw) J] e2*
k=1 k=1 k=ng+1 k=1 k=no-+1
no n
:H(l—uk)xexp<—2 Z uk>
k=1 k=ng+1
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Borel-Cantelli

e quando n — o0 isso converge para
wer (1= uk) X exp (=23°02 1 k) > 0.

Example (Exemplo 3.5)

Seja (Xp)n uma sequéncia de v.a.’s i.i.d. tendo uma lei exponencial de
parametro \ e seja ¢ > 0.
Qual é a probabilidade do evento

Ii_)m {Xh > clogn}? (3.3)

Note que os eventos {X, > clog n} tém uma probabilidade que decresce
para 0, pois as X, tém a mesma lei.
Mas, pelo menos se a constante c¢ for suficientemente pequena, podera ser
verdade que X,, > clog n para infinitos indices n q.c.?
O lema de Borel-Cantelli permite enfrentar esta questdo de forma simples:
como estes eventos sao independentes, basta determinar a natureza da
série
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