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O espaco de probabilidade

O bloco fundamental da probabilidade é a terna (2, F,P), onde F é uma
o-dlgebra de subconjuntos de um conjunto 2 e P uma probabilidade.
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O espaco de probabilidade

O bloco fundamental da probabilidade é a terna (2, F,P), onde F é uma
o-dlgebra de subconjuntos de um conjunto 2 e P uma probabilidade.

Este é o cendrio tipico da teoria da medida. Neste primeiro capitulo,
percorreremos 0s pontos principais desta teoria.
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O espaco de probabilidade

O bloco fundamental da probabilidade é a terna (2, F,P), onde F é uma
o-dlgebra de subconjuntos de um conjunto 2 e P uma probabilidade.

Este é o cendrio tipico da teoria da medida. Neste primeiro capitulo,
percorreremos 0s pontos principais desta teoria.

Omitiremos as provas mais técnicas e focaremos nos resultados, seu uso e
nas formas tipicas de raciocinio.
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Espacos mensurdveis, funcdes mensuraveis

Definicdo: Seja E um conjunto e £ uma familia de subconjuntos de E.
& é uma o-dlgebra (resp. uma dlgebra) se
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Espacos mensurdveis, funcdes mensuraveis

Definicdo: Seja E um conjunto e £ uma familia de subconjuntos de E.
& é uma o-dlgebra (resp. uma dlgebra) se

E € &, £ é estavel em relacdo ao complemento; £ é estdvel em relacdo a
unides enumeraveis (resp. finitas).
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Espacos mensurdveis, funcdes mensuraveis

Definicdo: Seja E um conjunto e £ uma familia de subconjuntos de E.
& é uma o-dlgebra (resp. uma dlgebra) se

E € &, £ é estavel em relacdo ao complemento; £ é estdvel em relacdo a
unides enumeraveis (resp. finitas).

Em outras palavras, se A € £ entdo também A€ € £ e que se (A,), C &
entdo também J, A, € €. Claro ) = E€ € £.
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bra e intersecoes

Na verdade, uma o-algebra também ¢é estavel em relagdo a intersecOes

contdveis: se (Ap), C € entdo podemos escrever

Cc

0 o)
Na=(Us)
n=1 n=1

de modo que também (°2; A, € £,
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Espaco mensuravel

Um par (E,£), onde £ é uma o-3lgebra em E, é um espago mensurdvel.
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Espaco mensuravel

Um par (E,£), onde £ é uma o-3lgebra em E, é um espago mensurdvel.

Claro que a familia P(E) de todos os subconjuntos de E é uma o-algebra.
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Espaco mensuravel

Um par (E,£), onde £ é uma o-3lgebra em E, é um espago mensurdvel.

Claro que a familia P(E) de todos os subconjuntos de E é uma o-algebra.

s

E imediato que a intersecdo de qualquer familia de o-algebras é uma
o-algebra.
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o-algebra gerada

Portanto, dada uma classe de conjuntos £ C P(E), podemos considerar a
menor o-algebra contendo &:
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bra gerada

Portanto, dada uma classe de conjuntos £ C P(E), podemos considerar a
menor o-algebra contendo &:

s

E a intersecdo de todas as o-algebras contendo £ (tal familia é ndo vazia
pois certamente P(E) pertence a ela).
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o-algebra gerada

Portanto, dada uma classe de conjuntos £ C P(E), podemos considerar a
menor o-algebra contendo &:

E a intersecio de todas as o-dlgebras contendo £ (tal familia é n3o vazia
pois certamente P(E) pertence a ela).

E a o-algebra gerada por &, denotada a(&).
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Definicao 1.1 Uma classe monétona é uma familia M de subconjuntos
de E tal que

o Eec M,

@ M é estavel em relacdo ao complemento relativo, i.e. se A, B € M e
A C B, entdo B\ Ae M.

@ M ¢é estavel em relagdo a limites crescentes: se (A,), C M é uma
sequéncia crescente de conjuntos, entdo A =, A, € M.
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Classe monédtona vs o-algebra

Oservacao: Note que uma o-algebra é uma classe monétona.
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Classe monédtona vs o-algebra

Oservacao: Note que uma o-algebra é uma classe monétona.

Por outro lado, provar que uma familia de conjuntos é uma classe
mondtona pode ser mais facil do que provar que é uma o-algebra. Por este
motivo, o préximo resultado serd util.
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Teorema da Classe Mondétona

Teorema 1.2 (Teorema da Classe Monétona)

Seja £ C P(E) uma familia de conjuntos que é estavel em relagdo a
intersecoes finitas e seja M uma classe monétona contendo £. Entao M

também contém o (&).
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o-algebra de Borel

Definicao 1.3
@ Seja E um espaco topoldgico e C a classe de todos os abertos de E.

A o-dlgebra o(C) (i.e. a menor contendo todos os abertos) ¢ a
o-algebra de Borel de E, denotada B(E).
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o-algebra de Borel

Definicao 1.3
@ Seja E um espaco topoldgico e C a classe de todos os abertos de E.
A o-dlgebra o(C) (i.e. a menor contendo todos os abertos) ¢ a
o-algebra de Borel de E, denotada B(E).
e Claro que B(E) é também a menor o-dlgebra contendo todos os
fechados.
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o-algebra de Borel em espaco métrico

Se E é um espago métrico separdvel, entdo B(E) é também gerada por
familias menores de conjuntos.

Exemplo 1.4 Suponha que E é um espaco métrico separdvel e seja D C E
um subconjunto denso. Entdo a o-algebra de Borel B(E) é também
gerada pela familia D das bolas centradas em D com raio racional
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o-algebra de Borel em espaco métrico

Se E é um espago métrico separdvel, entdo B(E) é também gerada por
familias menores de conjuntos.

Exemplo 1.4 Suponha que E é um espaco métrico separdvel e seja D C E
um subconjunto denso. Entdo a o-algebra de Borel B(E) é também
gerada pela familia D das bolas centradas em D com raio racional pois
todo aberto é uma unio enumerével dessas bolas. E imediato que

B(E) = o (D).
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Funcao mensuravel

Sejam (E, &) e (G, G) espagos mensuraveis. Uma aplicagdo f : E — G é
dita mensuravel se, para todo A € G, f_l(A) e €.
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Funcao mensuravel

Sejam (E, &) e (G, G) espagos mensuraveis. Uma aplicagdo f : E — G é
dita mensuravel se, para todo A € G, f_l(A) e €.

E imediato que se g é mensurével de (E, &) para (G,G) e h é mensuravel
de (G, G) para (H,H) entdo ho g é mensuravel de (E,&) para (H,H).
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Critério util (Observagdo 1.

Para que f seja mensuravel basta que f~1(A) € & para todo A € £, onde
ECGétalqueo(&)=4G.
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Critério util (Observagdo 1.

Para que f seja mensuravel basta que f~1(A) € & para todo A € £, onde
ECGétalqueo(&)=4G.

De fato, a classe G dos conjuntos A C G tais que f~1(A) € £ é uma
o-dlgebra. Como G contém a classe £, também contém G. Assim,

Gcg.

Portanto, para qualquer A € G, tem-se que f1(A) € £
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Funcdes mensuraveis reais

Se o espaco de chegada é R, R, @+,Rd, C, sempre consideraremos que ele
estd munido da respectiva o-algebra de Borel.

Aqui R = RU {400, —c} e R = R U {+00}.
Para que uma fung¢do numérica (i.e. R-valorada) seja mensuravel basta

que, para todo a € R, {f > a} = f71((a, +o0]) € € ja que esta familia
gera a sigma-algebra de Borel.
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Supremo, infimo e limites

Se (fn)n é uma sequéncia de fungdes numéricas mensurdveis € h = sup,, f,,
entdo, para todo a € R,

[h < a] = ﬂ{fn < a},
n=1

logo {h < a} é mensuravel.
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Supremo, infimo e limites

Se (fn)n é uma sequéncia de fungdes numéricas mensurdveis € h = sup,, f,,
entdo, para todo a € R,

[h < a] = ﬂ{fn < a},
n=1

logo {h < a} é mensuravel.

Da mesma forma, se g = inf, f,, entdo
oo

g >al = () {f > a}.
n=1

Como lim,_oofn = limp00 | SUPk>p fuelim, . fn=limp_oo Tinfi>p fr,
se as f, s3o mensurdveis, ent3o os limites superior e inferior também o s3o.
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7

Observagao: Se (f,), é uma sequencia de fungdes mensurdveis e f, —
pontualmente, entdo f é mensuravel.
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Combinacoes de funcdes mensuraveis

Se f,g : E — R s3o mensuréveis, entdo f V g e f A g também o sdo. Em
particular,

ff=fv0o e f =—fVO0
s30 mensurdveis. fT e f~ s3o as partes positiva e negativa de f e temos

f=fr—f", [fl=f"+f".

)
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Funcdes a valores em RR?

Se f1, f, s3o mensuraveis, entdo f = (f1, f») assumindo valores em
(R?, B(R?)) é mensuréavel. Lembre que B(R?) = o(R) onde R sdo os
retangulos do plano

A soma (x,y) — x + y é continua, logo mensurdvel. Segue que f; + f, é
mensuravel. De fato f; + f, é a composicao de f = (f1, ) e de

(x,y) = x+y.

Analogamente para produto e quociente (se definido).
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Func3o indicadora e funcoes elementares

Se A C E, a fungdo indicadora de A, denotada 14, é a fun¢do que vale 1
em Ae 0em A°. Se A € £, entdo 1, é mensurdvel.

Uma fungdo f : (E,E) — R é elementar se é da forma f =3, _; akla,
com A € £ e ay € R.
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Aproximacao por funcoes elementares

Proposicao 1.6 Toda funcdo mensuravel positiva f é o limite de uma
sequéncia crescente de fun¢des elementares positivas.
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Aproximacao por funcoes elementares

Proposicao 1.6 Toda funcdo mensuravel positiva f é o limite de uma
sequéncia crescente de fun¢des elementares positivas.

Prova: Considere

n2"—1 k

() = D Srlis<rio<isty () T Mlrtoza)-
k=0

A sequéncia (f,), é crescente e

lim f(x) = f(x).

n—oo
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o-algebra gerada por uma funcao

Seja f uma aplicagdo de E para outro espago mensuravel (G, F).
Denotamos por o(f) a o-algebra gerada por f, i.e. a menor o-algebra em
E tal que f : (E,o(f)) — (G, F) seja mensuravel.

Pode-se verificar que a familia Fr = {f~}(A), A € F} é uma o-4lgebra de
subconjuntos de E, logo coincide com o(f).

De forma mais geral, se f; : E — (G, G) entdo o(f;,i € ) é a menor
o-dlgebra em E tal que todas as f; sejam mensurdveis.
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Critério de Doob

Proposicao 1.7 (Critério de Doob)

Seja f uma aplicagdo de E para (G,G) e h: E — R. Entdo h é
o(f)-mensurdvel se e somente se existe uma fun¢do G-mensuravel
g: G — R tal que

h=gof.
f
E— >
g
Pl
R

Figura: Existéncia de g tal que o diagrama comute.
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