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Critério de Doob - Prova (inicio)

Prova: E ébvio que se h= g o f com g mensuravel, entdo h é
o(f)-mensuravel, sendo composi¢do de aplicagdes mensuraveis.
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Critério de Doob - Prova (inicio)

Prova: E ébvio que se h= g o f com g mensuravel, entdo h é
o(f)-mensuravel, sendo composi¢do de aplicagdes mensuraveis.

Reciprocamente, assumamos primeiro que h é o(f)-mensurdvel, positiva e
elementar. Ent3o h é da forma

n
h= Z aklgk
k=1

com By € o(f) e portanto By = f ~1(A) para algum A, € G.
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Critério de Doob - Prova (elementar)

Como 1an = 1f-1(4,) = 1a, o f, podemos escrever h = g o f com
g =2 k—13kla,-

Agora, abandonemos a suposicao de que h é elementar e assumamos h
positiva e o(f)-mensuravel.

Entdo h = limy— T hp para uma sequéncia crescente (h,), de fungdes
positivas elementares (Proposicdo 1.6).
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Critério de Doob - Prova (limite)

Gragas a primeira parte da prova, h, é da forma

hn, =gnof

com g, positiva e G-mensurdvel.

Deduzimos que h =g o f com g = lim,_,00 &n, que é uma fungdo positiva
G-mensuravel.
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Critério de Doob - Prova (caso geral)

Seja agora h uma aplicagdo o(f)-mensurdvel (ndo necessariamente
positiva). Ent3o,
h=ht—h"

e sabemos que podemos escrever

ht =gtof

h- =g of

para algumas funcdes G-mensurdveis positivas g7, g~
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Critério de Doob - Prova (conclusio)

A fungdo h sendo o(f)-mensuravel, temos {h > 0} = f~1(A;) e
{h <0} = f~1(Ay) para alguns A;, Ay € G.
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Critério de Doob - Prova (conclusio)

A fungdo h sendo o(f)-mensuravel, temos {h > 0} = f~1(A;) e
{h <0} = f~1(Ay) para alguns A;, Ay € G.

Portanto h=gof com g =g"1a — g 1a,.
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Critério de Doob - Prova (conclusio)

A fungdo h sendo o(f)-mensuravel, temos {h > 0} = f~1(A;) e
{h <0} = f~1(Ay) para alguns A;, Ay € G.

Portanto h=gof com g =g"1a — g 1a,.

N3o ha perigo de encontrar uma forma 400 — 0o pois 0os conjuntos A, Ay
sdo disjuntos.
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Medidas - Definicao

Seja (E,G) um espago mensuravel.

Definicdo 1.8 Uma medida em (E,G) é uma aplicacdo i : G — R (pode
também tomar o valor +00) tal que
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Medidas - Definicao

Seja (E,G) um espago mensuravel.

Definicdo 1.8 Uma medida em (E,G) é uma aplicacdo i : G — R (pode
também tomar o valor +00) tal que

(a) u(®) =0,
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Medidas - Definicao

Seja (E,G) um espago mensuravel.

Definicdo 1.8 Uma medida em (E,G) é uma aplicacdo i : G — R (pode
também tomar o valor +00) tal que

(a) u(®) =0,

(b) para toda sequéncia (A,), C G de conjuntos disjuntos dois a dois

A(UPBES wIch)

n>1
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Medidas - Definicao

Seja (E,G) um espago mensuravel.

Definicdo 1.8 Uma medida em (E,G) é uma aplicacdo i : G — R (pode
também tomar o valor +00) tal que

(a) u(®) =0,

(b) para toda sequéncia (A,), C G de conjuntos disjuntos dois a dois

A(UPBES wIch)

n>1

A terna (E, G, i) é um espago de medida.
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Terminologia

Se E =J, En para E, € G com u(E,) < +oo, p é dita o-finita.

Se u(E) < 400, p é dita finita.

Se p(E) =1, 1 é uma probabilidade, ou medida de probabilidade.
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Propriedades de uma medida

Observacdo 1.10

(a) Se A,Be Ge AcC B, entdo u(A) < u(B). Pois Ae BN A€ sdo
disjuntos e sua unido é B. Logo,

1(B) = u(A) + u(B N A%) > u(A).

(b) Se ( n)n C G é uma sequéncia crescente para A, i.e. A, C Apq1 €
A=, An, entdo p(An) T pn(A) quando n — oco.
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Propriedades de uma medida (cont.

(c) Se (An)n C G é uma sequéncia decrescente para A e se, para algum n,
1(An,) < 400, entdo u(Ap) | n(A) quando n — oc.

Em geral, uma medida n3o passa necessariamente ao limite ao longo de
sequéncias decrescentes (veremos exemplos). A condigdo (1(An,) < +00 é
sempre satisfeita se u é finita.
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Critério de Carathéodory

Proposicao 1.11 (Critério de Carathéodory) Sejam 1, v medidas no
espago mensurdvel (E,E) e seja C C £ uma classe de conjuntos estavel
para interse¢des finitas e tal que o(C) = £. Suponha que

- Para todo A € C, u(A) = v(A);

- Existe uma sequéncia crescente (E,), C C tal que E =], E, e
w(En) < 400 (logo também v(E,) < +00) para todo n.

Entdo ©(A) = v(A) para todo A € €.
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Prova (medidas finitas)

Assuma primeiro que u e v sdo finitas. Seja
M={Aec& A =v(A}.
Verifique que M é uma classe monétona:
-Ee M.
-Se AABe MeACB, entdo B\ Aec M.
- Se (An)n C M é crescente e A=, Ap, entdo A € M.

Pelo Teorema da Classe Monétona, £ = o(C) C M.
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Prova (caso geral)

Para o caso geral (medidas ndo necessariamente finitas), defina, para
Acg,
pn(A) = n(ANE,), va(A)=v(ANE,).

tn, Vn S30 medidas finitas que coincidem em C, logo em £. Para A€ £,
como AN E, 1T A, temos

w(A) = lim p(ANE,) = n||_>ngo v(ANE,) =v(A).

n—oo
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Teorema de Extensao de Carathéodory

Teorema 1.13 (Teorema de Extensdao de Carathéodory)

Seja i uma medida em uma algebra A. Ent3o i pode ser estendida a uma
medida em o(.A). Além disso, se p é o-finita, esta extensdo é Unica.
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Medidas de Borel

Uma medida de Borel em um espaco topoldgico E é uma medida em
(E,B(E)) tal que u(K) < +o0o para todo compacto K C E.

Consideremos medidas de Borel em R. Primeiro observemos que a classe
C ={(a,b], —00 < a < b < +0o0o} (intervalos semiabertos) é estdvel para
intersecdes finitas e o(C) = B(R).
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Funcao de distribuicdo

Dada uma medida de Borel 1 em B(R), defina F(0) =0 e

Fx) {u((O,x]) se x>0
—u((x,0]) sex <0.

Ent3o F é continua a direita, crescente, e
u((a, b]) = F(b) — F(a).

Uma F assim é uma fungdo de distribui¢do (f.d.) de p.
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Teorema de Caract. de Medidas em R

Teorema 1.14 Seja F : R — R uma fung3do crescente e continua a direita.
Entdo existe uma Unica medida de Borel ;1 em B(R) tal que, para todo
a< b, u([a, b]) = F(b) — F(a).
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Medida de Lebesgue e Conjuntos Negligencidveis

Se escolhermos F(x) = x, obtemos a medida de Lebesgue A em B(R) tal
que A(/) = |l| = b — a para todo intervalo | = [a, b].

Um subconjunto A € £ é dito negligivel se u(A) = 0. Dizemos que uma
propriedade é verdadeira quase sempre (q.s.) se é verdadeira fora de um
conjunto negligenciavel.
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Convergéncia q.s.

Observacao 1.15 Se (f,), é uma sequéncia de fungdes mensurdveis reais
tal que f, — f qg.s., entdo existe pelo menos uma funcdo mensuravel que é
o limite g.s. de (f,)n.

Seja N o conjunto negligenciadvel fora do qual a convergéncia ocorre e
defina f, = f,1pe.

Ent3o f, sdo mensuraveis e convergem em todo lugar para f := flpc, que
é portanto mensuravel.
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