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Integracao

Seja (E, &, 1) um espago de medida. Iremos definir a integral com respeito
a p. Estaremos mais interessados nas ideias e ferramentas, omitindo
provas mais técnicas.
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Integral de funcdes positivas elementares

Definamos primeiro a integral em relagdo a i de uma fun¢do mensuravel
fE—-R".Sefé positiva elementar, entdo f = >, _; axla,, com
Ax € €, ax > 0, e definimos

JRETED SEMIEH!

k=1

Este ndmero (que pode ser +00) ndo depende da representagdo de f.
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Propriedades para funcoes elementares

Se f, g sdo positivas elementares, temos facilmente:

(a) Se a, b > 0, entdo

/(af+bg)du:a/fdu+b/gdu.

(b) Se f < g, entdo

/fdué/gdu.
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Lema chave para a construcao

Lema 1.16

Se (fn)n, (gn)n sdo sequéncias crescentes de fungBes positivas elementares
tais que limp oo T = limy_00 T gn, entdo também

lim 1 | f,dp= lim T/g,,d,u.
E n—oo E

n—oo
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Definicao geral para funcbes positivas

Sejaf: E— R mensuravel positiva. Pela Proposicdo 1.6, existe uma
sequéncia (f,), de fungdes positivas elementares com f, 1 f; entdo a
sequéncia ([ f, du), é crescente. Definimos

/fdu: lim 4 [ f,du. (1.6)
E E

n—oo

Pelo Lema 1.16, este limite independe da sequéncia aproximante.
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Propriedades herdadas

Tomando o limite, obtemos que, se f, g sdo mensuraveis positivas, entdo:

- Para todo a, b > 0,

/(af+bg)du:a/fdu+b/gdu.
/fdué/gdu-

-Sef<g,
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Integral de funcdes numéricas

Para uma fungcdo £-mensuravel numérica f, escrevemos a decomposicdo
f =f* —f~. Definimos

/fd,u:/erd,u—/fdu
E E E

desde que pelo menos uma das quantidades [ f*du e [~ du seja finita.
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Semi-integrabilidade e integrabilidade

o f é dita semi-integravel inferiormente (s.i.i.) se [~ dp < 400
(integral bem definida, pode ser +00).
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Semi-integrabilidade e integrabilidade

o f é dita semi-integravel inferiormente (s.i.i.) se [~ dp < 400
(integral bem definida, pode ser +00).

o f ¢ dita semi-integravel superiormente (s.i.s.) se [ du < +o0
(integral bem definida, pode ser —o0).
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Semi-integrabilidade e integrabilidade

o f é dita semi-integravel inferiormente (s.i.i.) se [~ dp < 400
(integral bem definida, pode ser +00).

o f ¢ dita semi-integravel superiormente (s.i.s.) se [ du < +o0
(integral bem definida, pode ser —o0).

e f é integravel se ambas f1 e f~ tém integral finita.
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Observacoes

e Uma fungdo € s.i.i. se e somente se é limitada inferiormente por uma
funcdo integravel.

e Uma funcdo positiva é sempre s.i.i.; uma negativa é sempre s.i.s.

e Além disso, f € integravel se e somente se [ |f|dp < +o0.
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Desigualdade util

Se f é semi-integravel (superior ou inferiormente), temos

’/Efd,u‘ = ‘/fJ“du /f d,u’
< /f+du+/f du
= /|f|d,u (1.7)
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Integral de funcdes complexas

Sef:E—C,f="Hf+ifh, e [|fldu<+oo, entdo fi e f, sdo integraveis
(pois |fi], |f2] < |f|). Definimos

/fd,u:/fld,u—l—i/fgdu.
E E E

A desigualdade (1.7) ainda vale, com || significando médulo complexo.
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Propriedades basicas

- Linearidade: Se a,b € C e f, g s3o integraveis, entdo af + bg é

integravel e
/(af+bg)du:a/fdu+b/gd,u.

- Monotonicidade: Se f e g s3o reais semi-integraveis e f < g, entdo

/fdué/gdu-
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Propriedades dteis (1.9)

(a) Se f é mensuravel positiva e [ f du < +oo, entdo f < +00 g.s.

(b) Se f é mensurdvel positiva e [ fdu =0, entdo f =0 q.s.
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Integral sobre um conjunto

Se f é positiva mensuravel (resp. integravel) e A € £, entdo 1, é positiva
mensurdvel (resp. integravel). Definimos

/fd,u:/flAdp.
A E
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Teorema da Converg

Teorema 1.17 (Beppo Levi / Convergéncia Monétona) Seja (),
uma sequéncia crescente de fungdes mensuraveis limitadas inferiormente
por uma funcdo integrivel e f = lim,_~ 1 f,. Entdo

im + [ f£d :/fd.

Este teorema estende a propriedade de passagem ao limite para medidas
em sequéncias crescentes de conjuntos.
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Proposicao 1.18 (Lema de Fatou)

Seja (fp)n uma sequéncia de fungdes mensuraveis limitadas inferiormente
(resp. superiormente) por uma fungdo integravel. Entdo

Iimn—>o<>/ fn d# Z/llmn—wofn d,u
E E

(resp- Ilmnaoo/ fn d;ulg/hmnﬁoofn d,u)
E E
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Teorema de Lebesgue

Teorema 1.19 (Lebesgue)

Seja (f,)n uma sequéncia de fun¢des integraveis tal que f, — f q.s. e tal
que, para todo n, |f,| < g para alguma fun¢&o integravel g. Entdo

lim /f,,d,u_/fdu.
n—o0 E E
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Versao continua do Teorema de Lebesgue

Corolario 1.20

Seja (f;)tcy uma familia de funcdes integraveis, com U C RY aberto.
Suponha que lim¢_¢, f; = f q.s. e que, para todo t € U, |f| < g para
alguma g integravel. Entao,

tll_)ngo/f}du:/fdu.
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Derivacao sob o sinal de integral

Proposicao 1.21 Seja (E, &, ) um espaco de medida, / C R um intervalo
aberto e (f(t, x) t € I) uma familia de fun¢des integriveis E — C. Defina

= [¢ f(t,x) du(x). Suponha que existe um conjunto negligenciavel
N taI que:

e Para x € N¢, t — f(t,x) é diferencidvel em [;

e Existe uma fungdo integravel g tal que ‘%(t,x)‘ < g(x) para todo
tel, xe N-.
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Derivagdo sob o sinal de integral (conclus3o)

Ent3o ¢ é diferencidvel no interior de | e

o0 = [ Grlex)du. (19)

Ideia da prova: Usa-se o quociente de diferencas, o teorema do valor
médio e o Teorema de Lebesgue (Corolario 1.20) para passar o limite sob a
integral.

Cristian Coletti A 03. Uma (rdpida) revisdo. Nocdes element:  Primeiro quadrimestre de 2026 21 /25



Integracdo de séries (caso positivo)

Coroléario 1.22 Seja (E, &, j1) um espago de medida. (a) Se (f,)n € uma
sequéncia de funces mensurdveis positivas, entdo

;/Efkdu_/Ekadu. (1.10)

k=1

Prova: As somas parciais crescem para a soma da série; use Beppo Levi.
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Integracdo de séries (caso geral)

(b) Se (fn)n é uma sequéncia de fungdes mensuraveis reais tal que

> [ Ifldi <400, (1)
k=1

entdo (1.10) também vale.
Prova: Por (a), Y |fk| € integravel. As somas parciais |y ,_; fx| sdo
dominadas por Y 22 |fk|, que é integravel. Aplica-se Lebesgue.
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Exemplo de calculo de integral

Exemplo 1.23 Vamos calcular

too o
dx.
/_oo sinhx

Lembre da expansdo em série de poténcias 1. = > 0 o x¥ (para |x| < 1),
de modo que, para x > 0,

1 o
_ _2k
1—e2¢ Ze B

k=0
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Calculo (continuagido)

x 2 -
Como x — 1~ € uma fungdo par, temos

“+o00 x “+o00 x —+o00 Xe—x
/ sinhde:4/ eX—eXdX:4/ 1—e*2XdX
—00 0 0

400 OO et +o0o
4/ xe kX gy — 4 / xe~(GkH1x gy
> 2.

k=0
_a > 1 2
= —_— =
= (2k+1) 2

A integracao termo a termo é permitida aqui, pois tudo é positivo.
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