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Medidas definidas por uma densidade (cont.)

Teorema 1.28 Seja (E, &, i) um espago de medida o-finita e £ uma
densidade em relacdo a . Defina, para A€ &,

V(A):/ElAfdM:/Afd,U- (1.19)

Entdo v é uma medida o-finita em (E, &), chamada medida de
densidade f em relacdo a p, denotada dv = f dp.
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Propriedade de integracao para densidades

Além disso, para toda fungcao mensurdvel positiva g : E — R, temos

/gdu:/gfd,u. (1.20)
E E

Uma fungdo mensuradvel g : E — R é integravel em relacdo a v se e
somente se gf € integravel em relagdo a i, e nesse caso (1.20) também
vale.
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Prova do Teorema 1.28

O funcional
Etsgm / gfdu
E

€ n3o negativo e linear e passa ao limite em sequéncias crescentes
(Teorema de Beppo Levi). Pela Proposi¢cdo 1.24,

v(A):=1(1a) = / fdu

A

é uma medida e (1.20) vale para toda g positiva.
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o-finitude e conclusao

v é o-finita: se (An)n é tal que |J, An = E e flu, € integravel, entdo

v(Ap) = /E fla, dp < 400.

A férmula (1.20) para g integravel geral segue por decomposi¢do em
partes positiva e negativa.
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Continuidade absoluta

Sejam p, v medidas o-finitas em (E, £).
Dizemos que v é absolutamente continua em relaciao a p, denotado
v < u, se e somente se todo conjunto p-negligencidvel A € € (i.e.,

p(A) = 0) também for v-negligenciavel.

Se v tem densidade f em relacdo a pu, entdo claramente v < pu.

Cristian Coletti A 05. Uma (rdpida) revisdo: Nocdes element:  Primeiro Quadrimestre de 2026 6 /21



Teorema de Radon—Nikodym

Teorema 1.29 (Radon—Nikodym) Se 1, v sdo o-finitas e v < p, entdo v
tem uma densidade em relagdo a p.

Observacao: Uma prova deste teorema pode ser encontrada na maioria
dos livros de referéncia da disciplina.
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Densidade em relacdo a medida de Lebesgue

E importante saber se uma medida de Borel v em (R, B(R)) tem densidade
em relacdo a medida de Lebesgue A, i.e., se v < A, e poder computa-la.

Para v < A, é necessario que v({x}) = 0 para todo x, pois A({x}) =0. A
func3do de distribuicdo F de v deve ser continua.
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Conexao com funcdes absolutamente continuas

Suponha ainda que F seja absolutamente continua, logo diferenciavel q.s.,
com F'(x) = f(x), e para todo a < b,

/b f(x)dx = F(b) — F(a). (1.21)

O lado direito é v([a, b[), o esquerdo é o valor da medida fd\ em |[a, b|.
As medidas v e fd\ coincidem nos intervalos semiabertos, logo em B(R)
(Critério de Carathéodory).
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Observacao sobre unicidade da densidade

N3o é correto falar de a densidade de v em relagdo a u: se f é uma
densidade, entdo toda fun¢do g p-equivalente a f (i.e., f = g p-q.s.)
também é.
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Espacos LP - Definicoes

Seja (E, &, 1) um espago de medida, V um espaco vetorial normado e
f: E— V mensurdvel. Para 1 < p < +0o0, defina

1
P
IFllp = ( / Ifl”dﬂ> ,
E

[flleo = inf{M; u(|f| > M) = 0}.

€ para p = +00,

O conjunto {|f| > ||f||c} é negligencidvel.
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Espacos LP e desigualdades fundamentais

Defina LP = {f;||f||, < +o0}. Valem as desigualdades:
° Minkowski: [|f +gll, < [[f]l, + llgllp, 1 < p < +o0.
o Halder: [[fllglll1 < [Iflpllgllq. com 5+ 5 =1.

Cristian Coletti A 05. Uma (rdpida) revisdo: Nocdes element:  Primeiro Quadrimestre de 2026 12 /21



Espacos LP como espacos normados

Gragas a Minkowski, £P é um espago vetorial e || - ||, uma seminorma.
N&o é norma pois pode ocorrer ||f||, =0 com f # 0 (isso ocorre sse f =0
q.s.).

Defina a relagdo de equivaléncia f ~ g se f = g q.s. e tome LP = LP/ ~.
Ent3o LP é um espaco normado.
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Uma sequéncia (f,), C LP converge para f em LP se ||f, — f||, = 0.

Observacdo 1.30: A aplicagdo f — ||f||, é continua (de LP em RT), e
convergéncia em LP implica convergéncia das normas.
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Espacos produto e o-algebra produto

Sejam (Ei1,&1), ..., (Em, Em) espagos mensuraveis. No produto
E =E; x---x E, defina a g-algebra produto:

E=61® - REn=0(A1 X X Amn; Ai € &)).

E a menor o-algebra contendo os "retangulos” A; X -+ X Ap,.
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Proposicao 1.31

Sejam p; : E — E; as projegdes candnicas. Entdo p; é mensuravel
(E,&) — (Ei, &) e a o-dlgebra produto £ é a menor o-dlgebra em E que
torna as projecoes p; mensuraveis.
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Mensurabilidade de mapas para o produto

Seja (G,G) mensuravel e f = (f1,...,fm) : (G,G) — (E,E). Consequéncia
imediata: f é mensuravel se e somente se cada componente f; o for pois

fi=piof

€ mensuravel.
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Borel no espaco produto vs. produto dos Borels

Dados dois espacos topoldgicos, no produto podemos considerar:
@ O produto das o-dlgebras de Borel: B(E1) ® - -- @ B(Ep).
@ A o-dlgebra de Borel da topologia produto: B(Ej X - -+ X Ep).

Elas coincidem? Em geral ndo, mas sob hipdteses razoaveis sim.
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Proposicao 1.32

Sejam Eq, ..., E,, espacos topoldgicos.
(a) B(E1 x -+ X Ep) D B(E1) ® - - - @ B(Ep).
(b) Se Ei,..., En tém base enumerdvel de abertos, entdo

B(Ey x -+ x Ep) = B(E) ® - ® B(Em).
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|lgualdade de medidas no produto

Se u, v sdo medidas finitas no espago produto, pelo Critério de
Carathéodory, se elas coincidem em retangulos, entdo sdo iguais (a classe
de retingulos é estdvel para intersegdes finitas).
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Critério via integracao de produtos

Para provar u = v, também é suficiente verificar que

[ 00)- - Foom) o) = [ ) ) ()
E E

para toda escolha de fun¢cdes mensuraveis limitadas f; : E; — R. Se os E;
s3o espagos métricos, um argumento similar ao da Proposi¢do 1.25 fornece
um critério.
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