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Proposicao 1.33

Proposicao 1.33 Suponha que (E;, &), i =1,..., m, sejam espa¢os
métricos munidos de suas o-algebras de Borel. Sejam p, v medidas finitas
no espaco produto.

(a) Se

00 fim) dilo) = [ i)+ Fim) ) (1.27)
E E

para toda escolha de fungdes continuas limitadas f; : E; — R, entdo u = v.
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Proposi¢ao 1.33 (b)

(b) Se, além disso, os espagos E; sdo separdveis e localmente compactos e
se (1.27) vale para toda escolha de fun¢Bes continuas com suporte
compacto f;, entdo u = v.
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Construcao da medida produto

Sejam pi, ..., pum medidas o-finitas em (E1,&1),...,(Em,Em)
respectivamente. Para todo retangulo A= A; X --- X A, defina

W(A) = 11(A) - f(Am). - (1.28)

E possivel estender 1+ a uma medida na o-dlgebra produto
E=6Q - Q&n?
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via funcional

E mais facil proceder seguindo a ideia da Proposicao 1.24: construir um
funcional n3o negativo e linear nas fungdes positivas de (E, £) que passe
ao limite em sequéncias crescentes. Para simplificar, assuma m = 2 e seja
fiE x E» — R mensurdvel positiva.
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Passos da construcao

(1) Prove que, para cada x; € E1, x2 € Ep, as fungdes f(x1,-) e (-, x2)
sao respectivamente £>- e £1-mensuraveis.
(2) Prove que as fung¢Ges " parcialmente integradas”

X1 > f(x1,x2) dua(x2), x2r—>/ f(x1,x2) dui(xy)
E2 El

sao respectivamente £1- e £>-mensuraveis.
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Definicdo do funcional /

(3) Defina
I(f):/E dpa(x2) . f(x1,x2) dpi(x). (1.29)

O funcional / satisfaz as hipdteses (a) e (b) da Proposicdo 1.24 (use
Beppo Levi duas vezes).
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Medida produto

Entdo p(A) = I(14) define uma medida em & ® &. Tal yu satisfaz (1.28),
pois

u(A1L x Az) = 1(1a;x4,) = p1(A1)p2(Az).
Esta é a extensdo desejada. A medida i é a medida produto de 3 e o,
denotada p = p1 ® po.
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Unicidade da medida produto

A unicidade segue do Critério de Carathéodory (Proposi¢cdo 1.11), pois
duas medidas satisfazendo (1.28) coincidem nos retangulos de medida
finita, que formam uma classe estavel para intersecdes finitas e, como as
Wi sdo o-finitas, geram a o-dlgebra produto.
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Teorema de Fubini—Tonelli

Teorema 1.34 (Fubini—Tonelli) Seja f : E; x E; — R mensuravel em
relagdo a &1 ® &, e sejam p1, 1o medidas o-finitas em (E1, &1) e (Ez, &2).
Seja i = p1 ® p2 seu produto.

(a) Se f é positiva, entdo as fungdes

X1 — f(Xl, X2) dug(Xg), Xp > f(Xl, X2) d,ul(xl)
E2 El

sdo respectivamente £1- e £>-mensuraveis. Além disso,

/ fdu:/ duz(Xz)/ f(Xl,X2)du1(X1)=/ dul(Xl)/ f(x1, %) d,
EixE E E; E E>
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Fubini—Tonelli (b)

(b) Se f é real, numérica ou complexa e integravel em relagdo a p1 ® pg,
entdo as fungdes em (1.30) sdo respectivamente £1- e E>-mensurdveis e
integraveis em relagdo a py e uo, e (1.31) vale.
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Aplicacao pratica de Fubini

Na pratica:
@ Se f é positiva, pode-se integrar em qualquer ordem; o resultado é
igual a integral em relagdo a medida produto (pode ser +00).
@ Se f é real/complexa e muda de sinal, para usar (1.31) deve-se
verificar que f é integravel (i.e., [ |f|du < o0). Usa-se a parte (a) em
|f| para verificar integrabilidade, depois aplica-se (b) para calcular a

integral.
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Observacao 1.35

O Coroldrio 1.22 (integracdo de séries) pode ser visto como consequéncia
do Teorema de Fubini.

Dada uma sequéncia (f,), de fungdes mensurdveis E — R, considere
& : N x E — R definida por (n, x) — f,(x). A relagdo

HZ:;/Efndu:/E;fnd,u

é exatamente o teorema de Fubini para ®f integrada em relacdo a medida
produto v. ® u, onde v é a medida de contagem em N.
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Medida de Lebesgue em RY

Considere (R, B(R), \). Por Proposico 1.32, B(R)® - - - ® B(R) = B(R).
Seja Ay = A®---® A (d vezes). Pelo Critério de Carathéodory, \y é a
tnica medida em B(RY) tal que, para a; < b;,

d d
Ad (H[ah bi[) =11 —a).
i=1

i=1

g é a medida de Lebesgue de RY.
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o-algebra produto

Sejam (E;, &, i), i =1,2,..., espacos de medida. A o-dlgebra produto
E=Q:2, & é amenor g-dlgebra em E = ]2, E; contendo os retangulos
H(i)il A,', A,' S 5,'.
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Teorema 1.36 (produto infinito de probabilidades)

Teorema 1.36 Se (E;, &, i), i =1,2,..., é uma familia enumeravel de
espacos de medida com u; uma probabilidade para cada i, entdo existe

uma Unica probabilidade p em (E, &) tal que, para todo retangulo

() = T] w40,
i=1

Para uma prova e detalhes, ver o livro de Halmos.
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