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Leis Fortes dos Grandes Numeros

Teorema 3.12 (continuagdo)
(b) se E(|Xn|) = +0o0, entdo pelo menos uma das duas v.a.’s terminais
lim X, e lim X,
n—oo n—o00

é g.c. infinita (i.e. uma delas pelo menos toma os valores +00 ou —oo
g.c.).
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Convergéncia Fraca de Medidas

Introduzimos agora uma nocao de convergéncia de leis de probabilidade.
Seja (E,E) um espago mensurdvel e u, i, n > 1, medidas em (E,E).
Uma forma tipica (ndo a tnica) de definir uma convergéncia pin —n—o00
€ a seguinte: primeiro fixe uma classe D de fun¢des mensuraveis

f: E — R e ent3o defina que 14, —n—00 it SE € SOMeENte se

lim / fdu, :/ fdu para todo f € D.
E E

n—oo

Claro, conforme a escolha da classe D, obtemos diferentes tipos de
convergéncia (possivelmente incomparaveis).

Na sequéncia, para simplificar a notacdo, as vezes escreveremos p(f) em
vez de [ fdp (o que nos lembra que uma medida também pode ser vista
como um funcional em fungdes, Proposicdo 1.24).
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Convergéncia fraca

Definition (Defini¢do 3.15)

Seja E um espago topoldgico e i, in, n > 1 medidas finitas em B(E).
Dizemos que (fn)n converge para u fracamente se e somente se para
toda fungdo f € Cp(E) (fungdes continuas limitadas em E) tivermos

lim /fdun:/fd,u. (3.10)
n—o0 E E

Uma primeira propriedade importante da convergéncia fraca é a seguinte.

Observacdo 3.16

Sejam p, pup, n > 1, probabilidades no espaco topoldgico E; seja

® : E — G um mapa continuo para outro espaco topoldgico G e
denotemos por v, v as imagens de i, e i sob ® respectivamente.
Se fin —n—oo i fracamente, entdo também v, —, . v fracamente.
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Convergéncia fraca

De fato, se f : G — R é limitada continua, entdo f o ® também é limitada
continua E — R.

Logo, gracas a Proposicdo 1.27 (integracdo em relacdo a uma medida
imagem),

va(F) = n(F 0 ®) =5 u(f o ®) = w(1).

Cristian Coletti Convergéncia Primeiro Quadrimestre de 2026 5/16



Convergéncia fraca

Assuma E ser um espaco métrico. Entao o limite fraco é tnico.
Na verdade, se simultaneamente (i, —n—00 [t € fin —n—oo V fracamente,

entao necessariamente
/fd,u:/fdu (3.11)
E E

para toda f € Cp(E), e portanto p e v coincidem (Proposi¢do 1.25).

Proposicao 3.17

Seja ® um espaco vetorial de fun¢des mensurdveis limitadas no espaco
mensuravel (E, &) e sejam p, up, n > 1, probabilidades em (E, E).
Ent3o, para que a relacao

pn(g) — p(g) (3.12)

valha para toda g € ©, é suficiente que (3.12) valha para toda fungdo g
pertencente a um conjunto H que é total em ®.
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Convergéncia fraca

Demonstracao: Por definicio, H é total em © se e somente se 0 espago
vetorial H das combinacdes lineares de funcdes de H é denso em © na
norma uniforme.

Se (3.12) vale para toda g € H, por linearidade também vale para toda
gEeH.

Seja f € D e seja g € H tal que ||f — gl|co < €; portanto, para todo n

/\f—gldunSG, /If—g\duéa
E E

Seja agora ng tal que |un(g) — 1(g)| < € para n > ng; entdo para n > ngy

ln(F) = w(F)] < |un(F) — pn(@)| + ln(g) — 1(g)] + |1(g) — p(f)] < 3e

e pela arbitrariedade de € o resultado segue.
Se além disso E também é separdvel e localmente compacto, entdo temos
o seguinte critério.
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Convergéncia fraca

Proposicao 3.18

Sejam p, pin, n > 1, medidas finitas no espaco métrico localmente
compacto separdvel E, entdo pu, —p_ o i fracamente se e somente se
(a) pn(f) =ns00 1(f) para toda fungdo continua com suporte compacto,

(b) n(1) =n—so0 p1(1)
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Convergéncia fraca

Demonstragdo: Assuma que (a) e (b) valem e vamos provar que (1n)n
converge para u fracamente, o reciproco sendo Sbvio.

Lembre (Lema 1.26) que existe uma sequéncia crescente (h,), de fun¢des
continuas com suporte compacto tal que h, T 1 quando n — oo.

Seja f € Cp(E), entdo fhy — k00 f € as fungdes fhy sdo continuas e com
suporte compacto.

Temos, para todo k

[n(F) — (F)| = [pn((1 = hic + i) ) — (1 = hi + hie)f)]
< pa((1 = hi) ) + (L = h)F)| + |n(fhic) — p(fhi)| (3.13)
< [ lloortn(X = hic) + [ lloo (1 = hic) + |pan(fhic) — p(fhic)l.
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Convergéncia fraca

Temos, adicionando e subtraindo sabiamente,

pin(1 = hic) + p(L = h) = pn(1) + (1) — pn(hic) — p(hi)
= pn(1) = (1) + 20(1) — 2p(hie) + p(hic) — pn(hic) - (3.14)
= 2p(1 = hi) + (pn(1) = p(1)) + (pehic) = pen(hic))

de modo que, voltando a (3.13),
|k (F) = p(F)]

< lun(fhe) = p(fh)] + [ Flloo (I1en(he) = p(hic)l + [pen(1) = p(1)] + 2p(1

Lembrando que as funcdes hy e fh, tém suporte compacto, se escolhermos
k grande o suficiente para que p(1 — hy) < ¢, temos

Tim () — ()] < 2 Floc

de onde o resultado segue devido a arbitrariedade de e.
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Convergéncia fraca

Observacao

Juntando as Proposicoes 3.17 e 3.18, se E é um espago métrico separdvel
localmente compacto, para provar convergéncia fraca precisamos apenas
verificar (3.10) para toda f € Ck(E) ou para toda f € Co(E) (fungdes que
se anulam no infinito) ou de fato qualquer familia de fungdes que seja
total em Co(E).

Se E =R, uma familia total que usaremos na sequéncia é a das funcdes
1y como em (2.51) para 1) € Cx(R9) e o > 0, que é densa em Co(RY)
gracas ao Lema 2.29.
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Convergéncia

Sejam p, pin, n > 1, probabilidades em R e assumamos que fin —n—oco M
fracamente.
Entdo claramente [in(#) —n_s00 7i(f): apenas note que para todo 6§ € RY

(6) = [ (),
Rd
i.e. 1i(0) é a integral em relagdo a p da fungdo limitada continua x —
i(x,0)

Portanto, convergéncia fraca, para probabilidades em R?, implica
convergéncia pontual das fungdes caracteristicas.
O resultado seguinte afirma que a reciproca também vale.

Teorema (P. Lévy)

Sejam i, pun, n > 1, probabilidades em R?. Entdo (i), converge
fracamente para p se e somente se [i,(0) — 00 1(60) para todo 6 € RY.
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Convergéncia fraca

Demonstracao: Gracas a Observacdo 3.19, basta provar que

n(te) —nsoo 1(1s) onde 1), é como em (2.51) com ¢ € Ck(RY).
Gragas a (2.53)

Jra Yo (x)dpn(x) = Grya Jra V(V)dy [ e 20 0Pe=i0Y) 5 (0)dO
- fRd Mn H(e)d07

onde

(3.14)

1 1 _2ip2 .
P T ] —i{0,y)
H(9) )¢ /]R , Y(y)e dy

O integrando da integral do lado direito de (3.14) converge pontualmente
para fiH e é dominado em médulo por 6 s (27) e =210 Jra [0(y)|dy.
Podemos, portanto, aplicar o Teorema de Lebesgue, dando

lim [ oGodin) = [ OO0 = [ boGdut).
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Conve ia fraca

Na verdade, P. Lévy provou um resultado muito mais profundo: se (fip)n
converge pontualmente para uma fungdo k e se k é continua em 0, entdo
k é a fungdo caracteristica de uma probabilidade p e (1), converge

fracamente para pu.
Provaremos este resultado mais forte no Teorema 6.21.
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Convergéncia fraca

Se jin —n—oo i fracamente, o que pode ser dito sobre o comportamento
de un(f) quando f ndo é limitada continua? E em particular quando f é a
funcdo indicadora de um evento?

Teorema 3.21 (Teorema " Portmanteau")

Sejam p, pup, n > 1 probabilidades no espaco métrico E. Entdo

Ihn —>n—oco M fracamente se e somente se uma das seguintes propriedades
vale.

(a) Para toda fung¢do semi-continua inferiormente (s.c.i.) f: E - R
limitada inferiormente

lim fdu,,Z/fd,u. (3.15)
E E

n—o0

(b) Para toda fun¢do semi-continua superiormente (s.c.s.) f: E — R
limitada superiormente

lim [ fdu, < | fdu. (3.16)
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Convergéncia fraca

Demonstracao: Claramente (a) e (b) s3o equivalentes (se f é como em
(a), entdo —f é como em (b)) e juntas implicam convergéncia fraca, pois,
se f € Cp(E), entdo a f podemos aplicar simultaneamente (3.15) e (3.16),
obtendo (3.10).

Reciprocamente, assuma que (i, —p—00 i fracamente e que f é s.c.i. e
limitada inferiormente.

Ent3o (propriedade de fungdes s.c.i.) existe uma sequéncia crescente de
fungdes continuas limitadas (fx)x tal que sup, fx = f.

Como fi < f para todo k, temos

[ fd=fim_ [ fidun < tim [t
E n—o0 E n—o00 E

e, tomando o supremo em k nesta relacdo, pelo Teorema de Beppo Levi o
termo do lado esquerdo aumenta para [, fdyu e temos (3.15).
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