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Exemplo 2.22 (continuagZo)

A lei conjunta de X e Y tem densidade
f(x,y) = ix(X)fy(y) =e e =e ) x>0,y >0.

Seja ¢ : R? — R limitada e mensuravel, ent3o

X +oo “+oo
El¢(X. 7] = /0 dx : gb(x,j—/)e_xe_ydy.
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Mudanca de Variavel

Com a mudanca de variavel § =2z dy = —ﬁdz na integral interna,
temos

X o e X _x —x/z
E[gb(X,?)]:/O dx i ¢(x,z)§e e *dz.

Logo, a lei conjunta procurada tem densidade

g(x,z) = %e_x(lJr%), x>0,z>0.
z
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Densidade Marginal de Z

A densidade de Z = é é a marginal segunda de g:
1 [t 1
gz(z) = /g(x,z)dx == xe X+ 2) dx.
Z= Jo

Esta integral pode ser calculada facilmente por partes, lembrando que
a varidvel de integracdo é x e z é constante.
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Reconhecimento da Densidade Gama

Mais esperto: reconhecer no integrando, a menos de constante, uma

densidade Gama(2, 1+ 1). Logo, a integral ¢ igual a ﬁ e

()=e—t 1 -0
I R ) E
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Funcdes Convexas

A integral de uma fun¢ao mensurdvel com respeito a uma

probabilidade (i.e., esperanca matematica) goza de uma desigualdade
de convexidade.

Uma fungdo ¢: R™ — R U {+00} é convexa se e somente se para
todo0 <A <1lex,y€R"temos

P(Ax + (1= A)y) < Ad(x) + (1 = A)o(y). (2.16)
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Propriedade de Representacao

Se ¢ é convexa e semi-continua inferiormente (s.c.i.), entdo
o(x) =supf(x), (2.17)
f

o supremo sendo tomado entre todas as funcdes afim-lineares f tais
que f < ¢.
Observacao: f : E — R é semi-continus inferiormente em xg se

liminf f(x) > f(xo).

X—>X0
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Teorema 2.23 (Desigualdade de Jensen)

Seja X uma v.a. m-dimensional integravel e ¢ : R™ — R U {+o0}
uma fungdo convexa s.c.i. (resp. cdncava e s.c.s.). Entdo ¢(X) é
s.c.i. (resp. s.c.s.) e

E[p(X)] > ¢(E[X])  (resp. E[o(X)] < @(E[X])).

Além disso, se ¢ é estritamente convexa e X nao é g.c. constante, a
desigualdade é estrita.
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Prova (parte 1)

Suponha primeiro ¢(E(X)) < 4+o00. Um hiperplano cruzando o
gréfico de ¢ em x = E(X) é uma fungdo afim da forma

f(x) = {a, x = E(X)) + ¢(E(X)).
Como ¢ é convexa, existe tal hiperplano minorizando ¢, i.e.,

d(x) > (a,x — E(X)) + #(E(X)) para todo x. (2.18)
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Prova (parte 2)

Portanto,
P(X) = (o, X — E(X)) + ¢(E(X)). (2.19)

A v.a. do lado direito é integravel, logo ¢(X) é s.c.i. Tomando a
esperanga em (2.19):

E [0(X)] = (o, E(X) — E(X)) + &(E(X)) = 6(E(X)). (2.20)
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Prova (parte 3)

Se ¢(E(X)) = +o0, seja f uma fungdo afim minorizando ¢; entdo
f(X) é integravel e ¢(X) > f(X), logo ¢(X) é s.c.i. Além disso,

E[o(X)] > E[f(X)] = f(E(X)).

Tomando o supremo sobre todas as fun¢des afim f minorizando ¢,
gracas a (2.17) obtemos E [¢(X)] > ¢(E(X)).
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Desigualdade de Holder

De Jensen podemos derivar desigualdades classicas.

Desigualdade de Holder: Se p, g > 0 com % + % =1, entao

E(IXY]) <E(XIP)PE(Y9)Y. (2.21)
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Prova da Desigualdade de Holder via Jensen

A funcao
¢(x,y) = xPyM9 x,y >0,

é concava e s.c.s. Logo,

E(IXY]) = E [(IXIP.1Y|%)] < o(EIXIPLE[Y]9) = E (1X]7) 7 E ()
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Caso Particular: Cauchy-Schwarz

O caso particular p = g = 2 da a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

E(IXY]) <E(XP)2E(YP)2 (2.23)
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Desigualdade de Minkowski

Para todo p > 1,
E(IX + YIP)/P < E(IX[P)YP +E(|YIP)P. (2.24)
Segue de Jensen aplicada a fung¢do cdncava s.c.s.

(Xl/P +y1/p)p x,y >0

—00 caso contrario

o(x,y) = {

easv.a.'s |[X|P, Y|P
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Relacdo entre Normas LP

De Jensen deduzimos uma desigualdade entre normas LP: se p > q,
como ¢(x) = |x|P/9 é convexa continua,

X112 = E(IX[P) = E[6(IX|%)] > o(E[IX|]) = E(|X]|9)"".
Tomando a raiz p-ésima:
X1l = [[Xllq  (2.25)

i.e., a norma LP é uma funcao crescente de p.

Cristian Coletti Célculo de Leis e Desigualdade de Jensen Primeiro Quadrimestre de 2026 16 /20




Momentos

Dada uma v.a. m-dimensional X e a > 0, seu momento absoluto
de ordem « é E(|X|*) = || X]|2.

Seu momento absoluto centrado de ordem o é E(|X — E(X)|%).

A variancia de uma v.a. real X é seu momento centrado de segunda

ordem:
Var(X) = E[(X — E(X))z]. (2.26)
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Férmula Pratica para a Variancia

Lembrando que E(X) é constante:
E[(X — E(X))’] = E[X® — 2XE(X) + E(X)?] = E(X?) — E(X)*.

Logo,
Var(X) = E(X?) — E(X)?. (2.27)

Esta é a formula usada na prética.
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Propriedades da Variancia

Var(X + a) = Var(X), aeR
Var(AX) = A>Var(X), Ae€R

Os momentos de X dependem apenas de sua lei u:

B(IX]") = [ |x|"u(dx),

Rn

B(X ~ (X)) = [ e~ B n(d)
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Desigualdade de Markov

Os momentos d3o informagdo sobre a probabilidade de X tomar
valores grandes. Isso é precisado pela desigualdade de Markov:

Paratodot > 0, a > 0,
E(| X«
P(X| > 1) < @ (2.28)

pois
E(1X]") = E(IX["Lxp>g) = t*P(IX] > 1),
ja que |X|* > t* no evento {|X]| > t}.
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